MA-870: Geometria Diferencial

1  Comentarios sobre las clases de MA-870

Este es un guién informal que acompana las clases “virtuales” de MA-870, Geo-
metria Diferencial, en el segundo semestre del 2020, a causa de la suspensién de clases
presenciales.

1.1. Clase 1

Esta es la clase virtual del 10 de agosto del 2020, al inicio del segundo ciclo lectivo.
La tematica es la introduccién y la seccion § 1.1: Definicion y ejemplos de variedades.

Introduccion

Pese al nombre del curso, su materia no la geometria diferencial “clasica” de cur-
vas y superficies en R?, sino una introduccién a la teorfa de variedades diferenciales
de cualquier dimension (finita), con énfasis en sus propiedades “intrinsecas”, inde-
pendientes de su posible encajamiento en un espacio vectorial de dimensién superior.

En los apuntes de clase hay una bibliografia de unos 16 itemes; sin embargo, el
acceso a estos libros esta limitado por las circunstancias actuales. En el transcurso del
semestre, se podrd recomendar algunos materiales de acceso en linea para compensar
en parte esa deficiencia.

En la introduccién de los apuntes, se sefialan varias notaciones que se van a em-
plear enel curso. Cabe enfatizar dos de ellos: en primer lugar, los corchetes de Iverson,
donde por ejemplo [j = k] que vale 1 si la condicién j = k se cumple, pero 0 si no
(esta es la conocida “delta de Kronecker”, también denotado por 6 ).

En segundo lugar, el convenio de Einstein para sumas omite el simbolo ) ; en
una expresion donde el indice k se repite una vez abajo y una vez arriba; por ejemplo,

Ekxk = &xl + EHx + -+ Epx

Aqui x = (x1,x2,...,x") es un vector con coordenadas x*, mientras & = (&1,...,&,)
es una forma lineal con componentes &y .

Nociones de topologia

El primer capitulo empieza con un resumen rdpido sobre topologia: conjuntos
abiertos y cerrados, bolas abiertas en R", espacios métricos, continuidad y conver-
gencia, homeomorfismos. Esto por cuanto la estructura topoldgica subyacente a una
variedad es un espacio topolégico metrizable y separable.



MA-870: Geometria Diferencial 1.1. Clase 1

Definicién y ejemplos de variedades

Si M es un espacio topolégico metrizable y separable, una carta local de M es un
par (U, @), donde U es un abierto de M y ¢: U — R", tal que ¢(U) es un abierto
deR",y ¢: U — ¢(U) es un homeomorfismo.

Un atlas 2( sobre M es un juego de cartas locales (U, o) que cubren M, esto es,
Uaea Ua = M; y que son compatibles: cada funcién de transicién

Pp o dal: pa(Us NUg) — Pp(Uy N Up) (1.1)

es continua — de hecho, es un homeomorfismo, pues su inverso ¢, o (p;l también es
continua. El par (M, 2) es una variedad topoldgica.

El dominio y codominio de ¢ o ¢! en (1.1) son abiertos del mismo R" (porque
sim # n,los espacios R" y R" no son localmente homeomorfos). Este niimero n € N
es la dimensién de la variedad topolégica M. [ El valor n = 0 estd permitida, pues
RY = {0} es un singulete. Un conjunto discreto M es una variedad de dimensién 0; los
U, son los puntos de M. |

Como las funciones de transicién operan sobre abiertos de R", es posible aplicarles
el calculo diferencial en n variables. Dicese que 2 es un atlas de clase C* si cada
¢p o 5' esuna funcién diferenciable de clase C*. Si todas las ¢g 0 ;! son suaves (esto
es, de clase C®), entonces (M, 2l) es una variedad diferencial.

El Ejemplo 1.9 dice que R" es una variedad diferencial: su atlas tiene una sola
carta (R",1rn). Y sil C R" es un abierto, la sola carta (U, i), donde i: U — R" esla
inclusion, define un atlas n-dimensional para U.

El Ejemplo 1.10 define una curva en R” como una aplicacién suave e inyectiva
y: R — R" tal que y’(t) # 0 para todo t. (La dltima condicién garantiza que la
funcién y~!: y(R) — R es suave.)

La misma variedad topolégica puede tener dos estructuras diferenciales. El caso
clasico (Ejemplo 1.11) es R con dos cartas locales incompatibles (R, 1r) y (R, x), donde
k(t) = t3. La incompatibilidad surge porque x ! 1/3 es continua pero no es
diferenciable en s = 0.

S H— S

Los ejemplos que siguen son variedades que requieren mds de una carta, porque
son compactos y por lo tanto no son homeomorfos a R". El circulo S! es unidimen-
sional, la esfera S? y el plano proyectivo RP? son de dimensién 2, como serd evidente
al exhibir unas cartas locales explicitas.
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Figura 1.1: Coordenadas locales sobre S': -t < 6 < 7,0 < ¢ < 27

Ejemplo 1.12: el circulo St Al quitar un punto z, S'\ {z} es homeomorfo a R.
Sean U, := S'\ {-1} y U_ := St \ {+1}; con

Yo ly = (-m,m):e®=0 y v U-— (0,2n):e > ¢

los homeomorfismos usuales con intervalos abiertos de R. Las funciones de transicion
0 < ¢ son traslaciones en R por 7. Véase la Figura 1.1.

Ejemplo 1.13: la esfera S"~! es compacta en R", pero el complemento de cualquier
punto es homeomorfo a R"~!, por la llamada proyeccion estereogrifica sobre un hiper-
plano “ecuatorial” en R". (Véase la Figura 1.2 de los apuntes.) Si se quitan los puntos
+e,, los “polos norte y sur”, se obtienen dos cartas (U, ¢) y (V,¢) cuyas imédgenes
son todo R"~!. Un célculo explicito revela que la funcién de transicién es

Yy
vyl

Geométricamente, esta es la inversion en la esfera unitaria de R”~!. Esta inversién es
su propio inverso: z = y/||ly||*> & vy = z/||z||>. Como funcién de (n — 1) variables,
sus componentes son funciones racionales con denominadores no nulos: por lo tanto,
la inversién es una funcién suave.

z=1po¢p (y) = para y € dUNV)=R"1\{0}.

Ejemplo 1.14: El plano proyectivo real RP? requiere tres cartas locales. Se puede
definir este espacio topolégico de dos maneras: como el cociente de R® \ {0} cuyas
clases de equivalencia son las rectas L que pasan por el origen (quitando el propio origen);
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o bien como el cociente de S? obtenido al identificar puntos antipodales, x ~ (—x). Se
describen los elementos de RP? con las llamadas coordenadas homogéneas:

f=[xta?: 3] =[xl s tx?:tx%], donde x = (x!,x% x%) e R3\(0,0,0).
La condicién x/ # 0 identifica un abierto u; c RP?2 para j = 1,2,3;y se define bien
tres biyecciones ¢;: U;j — R? por

x2 x3 xl x3
17 27

1
Un célculo explicito muestra que
11 2 1y
(onqbl (y 'Y ): (?1?)/

con férmulas andlogas para las otras ¢y o (pj_l Esta funcién es suave en el dominio

2

). (1.3)

{y € R : y; # 0} y su codominio es {y € R? : y, # 0}. Esos abiertos en R? se
obtienen al quitar uno de los ejes coordenados, y son disconexos: un augurio de ciertas
dificultades més adelante.

1.2. Clase 2

Esta es la clase virtual del 13 de agosto del 2020. La tematica es la secciéon §1.2:
Aplicaciones diferenciables.

Aplicaciones diferenciables

El substrato fundamental de este curso es el calculo diferencial en varias variables.
Esta seccién es un breve repaso de esa materia, sefialando los aspectos mds ttiles para
nuestros propositos.

Por definicién, si U C R", la derivada de una funcién f: U — R™ en un punto
x € U es una funcion lineal L, : R" — R™ (si existe) que aproxima bien (de la manera
conocida) ala funcién h +— f(x +h)— f(x). Alponer D f(x) := Ly, la derivada de f es
la funcién Df: U — L£(R",R™). Se dice que f es de clase C! en U si D f es continua.

Enbreve:la derivada de una funcién f con valores vectorialesen R es una funcién
f con valores matriciales en R"*". Esta notacién “libre de coordenadas” es ttil para
expresar la regla de la cadena, por ejemplo:

D(g o f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x). (1.6)
Pero suele ser més practico trabajar con los componentes de la matriz D f (x), que son
las derivadas parciales df'/dx/ (x).
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Se dice que f es de clase C? si su derivada D f es de clase C!, y asi sucesivamente.
Ahora la segunda derivada es D?f: U — L(R" x R",R™) donde cada D?f(x) es
bilineal y simétrica:

&2fi aZfi
. = ‘ aratodo j,k=1,...,n,
oxioxk  axkoxi © J

por un teorema de Euler (si f es de clase C?). En este curso, supondremos casi siempre
que f es suave, esto es, de clase C*.

> Si f es de clase C! al menos, se requiere una versién de “teorema de Taylor en
primer grado, sin residuo”. Esto es el Lema 1.19, de Hadamard:si f : B(x,r) — R esde
clase C**1, hay funciones g;j: B(x,r) — R de clase C* tales que

f) =f@)+ = ay)+ -+ " —x") guly). (1.8)

La férmula que define los g; es

1
0
gj(y)::/ O_)—f.((l—t)x+ty)dt para |y —x| <.
0o dxJ

En particular, se ve que g;(x) = %(x).
» Eljacobiano | f de una funcién diferenciable f: U — R" es el determinante de su
oft
Jf(x):=detDf(x) = detli.l.

dxJ

Si f es de clase C!, entonces [f: U — R es continua. En particular, si | f(x) # 0,
entonces hay una abierto V con x € V C U tal que [f(y) # Oparay € V.

derivada:

(1.9)

El jacobiano es 1til para dos propdsitos: (a) para expresar cambios de variable en
integrales de volumen — tema del tercer capitulo —y (b) como hipétesis | f(x) # 0 para
el teorema de la funcion inversa, Tma. 1.21.

Ese teorema dice que en un entornode x € U con J f(x) # 0,1a funcién f de clase C!
tiene un inverso local g, definido en un vecindario de f(x); ademas, J¢(f(y)) = 1/] f(y)
para y cerca de x.

Pero esto no significa que f sea biyectiva: hay un famoso contraejemplo f(x, y) :=
(x2 = y2,2xy) con  f(x,y) > 0 en R?\ {0}, sin embargo f es dos-a-uno.

Cabe mencionar también el teorema del rango, Tma. 1.24. El rango de f en x € U
es el rango de la matriz D f(x). Si este rango es constante en U, entonces hay un par

5
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de difeomorfismos ¢, ¢ definidos en vecindarios de x y f(x) respectivamente, que
“rectifican” f en una matriz constante de rango r:

¢ofo¢_1:(yl,...,y”)H(yl,...,yr,O,...,O).

Lo que sucede aqui es que la matriz D f(x), de rango r, se transforma en su forma
escalonada por operaciones invertibles de fila y columna. El teorema asegura que ese
proceso se extiende suavemente a otros puntos cercanos a x y f(x), manteniendo la
misma forma escalonada.

La expresién i o f o ™! también entra en la Defn. 1.25 de una funcién suave entre
dos variedades, f: M — N. Dadas dos cartas locales (U, ¢) de M y (V,¢) de N, las
aplicaciones compuestas

pofod iU V) —y(V) (1.10)
entre abiertos de R" y R™ (resp.) deben ser suaves. Véase la Figura 1.3 de los apuntes.

» El Lema 1.29 hace una construccién de gran importancia: dadas dos cerradas dis-
juntos Ay B en R" (y eventualmente en una variedad cualquiera) hay una funcion
suave f: R" - Rtalque f(x) =1enA; f(x) =0en B; 0 < f(x) < 1en el resto de R".
En topologia general, esto se logra con una funcién continua (al mostrar que “R" es
normal”). Lo nuevo aqui es la posibilidad de hacerlo con una f de clase C*.

Todo se basa en las propiedades especiales de la funcién real del Ejemplo 1.28:
F(t) = e V0D [ < < b))

definido cuando a < b en R. El soporte de f es el intervalo compacto [a, b]; f es suave
y positiva paraa < t < b; y se debe comprobar que todas las derivadas de f se anulan
en los extremos a y b.

Hecho eso, la integral indefinida de f es una funcién g que crece suavemente del
valor 0 en a al valor 1 en b. En un par de pasos maés, se llega a la funcién suave h del
Lema 1.29.

» Laseccién 1.2 termina con la Defn. 1.30 de coordenadas locales sobre una variedad
cualquiera M. Si p € M, hay una carta local (U, ¢), compatible con el atlas de M, tal
que ¢(p) = (0,...,0) € R". Si ¢p(q) = (x!,...,x") parag € U, cada x/ = prjo¢ es
una funcién suave de U en R. O sea: las coordenadas locales x/ son funciones reales,
definidas en U.

Si (V, ) es otra carta local con ¥(p) = 0, ¥(q) =: (y!,...,y"), la transformacién
(x!,...,x") > (y!,...,y") representa el cambio de cartas i o ¢~!; su derivada es la
matriz de funciones D(y o ¢~1) = [dy’/dx].

1
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Sobre la primera lista de ejercicios

Ejercicio 1.2 La esfera S"~! tiene un atlas de dos cartas, por proyeccion estereogra-
fica. Este ejercicio introduce otro atlas, con cartas hemisféricas, definidas por proyec-
ciones ortogonales sobre hiperplanos ecuatoriales. Se trata de: (a) comprobar que este
es efectivamente un atlas; y (b) que los dos atlases son compatibles, asi que definen
la misma estructura de variedad sobre S"!.

Ejercicio 1.3 La bola unitaria abierta B" de R" es difeomorfo al espacio vectorial
pleno R". Se ofrecen dos férmulas; se debe comprobar (a) que son biyecciones inversas
entre B" y R"; y (b) que son suaves. Entonces ellos son los difeomorfismos buscados.

Ejercicio 1.4 Es caso obvio que la funcién f es continuaent = a yt = b. Es facil
calcular una férmula para f’(t) cuandoa < t < b, pero para las derivadas f'(a) y f'(b)
se debe usar la mera definicién de la derivada en un punto, antes de concluir que la
derivada f’ es continua. Luego, se puede repetir la historia para f”, f””, etcétera, por
un argumento de induccién.

1.3. Clase 3

Esta es la clase virtual del 20 de agosto del 2020. Su temética es la secciéon §1.3.

Vectores tangentes

Lo que distingue una variedad diferencial de una variedad topolégica es la existen-
cia de vectores tangentes en cada punto. En célculo diferencial se conocen los planos
tangentes a superficies en R3, definidos por férmulas que involucran las derivadas
parciales de una funcién que determina la ecuacién de la superficie. Se trata de gene-
ralizar tales derivadas parciales al contexto de variedades diferenciales en general.

Atn en R", las derivadas parciales son entes locales: dos funciones que coinciden
en un vecindario de un punto, tienen las mismas derivadas parciales en ese punto. Asi
surge el concepto del germen de una funcién en un punto p: una clase de equivalencia
de funciones suaves f : Vy — R, siendo V¢ un vecindario de p, donde (f, V¢) ~ (g, Vy)
si hay un abierto W conp € W ¢ W C Vi N Vg tal que flw = glw.

El conjunto C*(M, p) de gérmenes de funciones suavesen p € M esuna R-élgebra:
sif,g € C®(M,p) entoncestf parat € R; f + g;y f g también tienen gérmenes en p.
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Defn. 1.33: un vector tangente en p es una forma lineal v: C*(M,p) — R que
cumple una regla de Leibniz local:

o(fg) =v(f)glp) + f(p)v(g). (1.12b)

Si f y g son dos funciones suaves que coinciden cerca de p, esta férmula implica que
v(f) = v(g). Eso sucede porque con el Lema 1.29 se construye una funcién suave h tal
que h(q) = 1donde f(q) = g(g), cerca de p. Entonces (f —g)h = 0; y la férmula (1.12b)
implica que

0=0o((f = &) = (o(f) =v(g)) h(p) + (f(p) = g(p)) v(h) = v(f) = v(g).

Ademas (Lema 1.34), si ¢ es una funcién constante (cerca de p) entonces

c(p)o(f) = v(c(p)f) = v(cf) = v(c) f(p) +c(p) v(f)
para cualquier f(p), asi que v(c) = 0.

Para ver que existen vectores tangentes en p, se considera las derivadas parciales con
respecto a coordenadas locales, en p. Dada una carta (U, ¢) con ¢(p) = 0, se define:

0 _
Ep p: frdi(fod 10). (1.13)

Esto es lineal en f, cumple (1.12b), y se ve que %
1

suaves x*, ..., x" estdn definidas en U, cerca de p.) Entonces los %lp son linealmente

|p(xk) = [[j = k]. (Las funciones

independientes.

Los %| también generan el espacio vectorial T, M de vectores tangentes en p: con
x/ 1p

el Lema de Hadamard, se puede escribir
; d
f=c+x/(gjo¢p), donde gi(0)= ﬁ‘ (f) para j=1,...,n.
X/ p

Como v(c) =0y xj(P) =0, se deduce v = v(x/) %|p.

. : . ; 9 2] 1.
En resumen: el espacio vectorial T, M tiene una base { 2T lp7 s el }, note que

su dimension (finita!) es n = dim M.

» Otros vectores tangentes importantes son los vectores derivadas de curvas (en un pun-
to). Una curvaen M es una funciénsuavey: I — M,dondel = [a,b] C R.Siy(ty) = p,
se define y(to) € T,M por la férmula:

(Y(to), f) = (f o p)(to). (1.14)

Esta es la derivada direccional en p a lo largo de la curva y.
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Ya es posible generalizar la derivada D f (x) de una funcién entre abiertos en R"” y R
al contexto de variedades. Esta es la Defn 1.38: si f: M — N es una funcién suave y
sip € M, se puede aproximar f cerca de p por una funcién lineal (que depende de p).

Dicha funcién lineal Ty, f va del espacio vectorial T, M al espacio vectorial T¢(,)N. Si

v € T,M, suimagen acttia sobre funciones (o gérmenes, sise quiere) h € C*(N, f(p)).
La receta es:

T,f(v): h = v(hof).

La composicién h + h o f es lineal en h; como v es una forma lineal, el lado derecho
v(hof)eslineal en h. Un célculo facil comprueba que el lado derecho también cumple
la regla de Leibniz local, en f(p). En sintesis:

fiM—>N, Tpf:TpMHTf(p)N.

El Lema 1.39 muestra (sin sorpresa) que la matriz de T, f, con respecto a bases de
derivadas parciales { %L} } de T,My { aiy,.| ) } de T¢(,)N, coincide con la matriz de

la derivada de la expresioén local de f, la cual es D( o f o ¢~1)(0).

El Lema 1.40 expresa la regla de la cadena para aplicaciones tangentes:

T(gof)=TipgoTpf. (1.16)

1.4. Clase 4

Esta es la clase virtual del 24 de agosto del 2020. Su temética es la secciéon §1.4.

Subvariedades

Una superficie suave encajada en R?, 0 una curva cerrada suave sobre la esfera S?
son ejemplos de subvariedades, de dimensién menor que la variedad ambiente. Para
poder abordar ese concepto de manera practica, y para reconocer cuando un proce-
dimiento algebraico da lugar a una subvariedad, se declara la terminologia siguiente.

Sea f: M — N una funcién suave entre dos variedades diferenciales. En cada
p € M, hay una aplicacién lineal tangente T, f : T,M — Tf(,)N. La funcién f es:

¢ una inmersién si cada T, f es inyectiva;
¢ una sumersién si cada T, f es sobreyectiva;

¢ un encaje si f es una inmersion y ademds f: M — f(M) es un homeomorfismo.
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Si f es una inmersién y una sumersion a la vez, cada versién local iy o f o ¢! tiene
derivada invertible (y jacobiano no nulo) en 0; por el teorema de la funcién inversa,
cada p € M tiene un vecindario W tal que f|w es un difeomorfismo. Se dice que f es
un difeomorfismo local.

Sin embargo, las propiedades de los T, f no implican propiedades correspondien-
tes para la funcién original f. El Ejemplo 1.42 sefiala que la doble vuelta al circulo
S, f(e'?) := €29 tiene aplicacién tangente biyectiva v + 2v en cada punto, pero f
mismo no es biyectivo.

El Ejemplo 1.43 (la lemniscata L) muestra una curva inmersa, pero no encajada, en
R2. De hecho, si y(t) := (x(t), y(t)) parametriza esta curva, al tomar I := (%, 57”) se ve
que y : I — L es una inmersioén inyectiva, pero si W es un pequefio vecindario conexo
del origen en L, y71(W) es una uni6n disconexa de tres subintervalos de I cerca de
t=10 3n 5w

7,5, > . Porende, y: I — L no es un homeomorfismo.

Figura 1.2: La lemniscata de Bernoulli

Una subvariedad R de M es una parte R € M que (a) es una variedad, de dimension
r < n(sin = dim M); y (b) cumple esta condiciéon: para cada punto p € R hay una carta
local (U, ¢p) de M con ¢(p) = 0, tal que:

RNU={¢(x,0):x eR", (x,0) € p(U)}. (1.17)

donde (x,0) := (x,...,x",0,...,0) e R" x R"7" = R",
En otras palabras, R N U es difeomorfa a un abierto en el subespacio R" < R".

Un caso sencillo, donde » = 1, ocurre cuando R es un abierto en M.

La Prop. 1.45 muestra que estas condiciones se cumplen cuando R = f~!(S) donde
f: M — N esunasumersion y S C N es una subvariedad. En este caso, la dimensién
de R se calcula por la férmula:

dimR =dimM —dim N + dim S.

10
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El Corolario 1.46 es el subcaso dim$S = 0:sia € M, témese S = {a}. Decir que
f es una sumersion es afirmar que T, f es sobreyectiva para todo punto p € M tal que
f(p) = a. (Se dice que a es un valor regular de la funcién f.) Entonces se obtiene
dim f~Ya) = n —m.

El Ejemplo 1.47 considera la esfera S"~! ¢ R". Sea f: R" — R el polinomio

Flx) = (D2 + -+ (x>

Entonces D f (x) = [2x/] = 2x, una matriz n X 1 — esto es, un vector columna en R".
Luego rango D f(x) = 1 para x # 0 en R". Por lo tanto, 0 es un walor critico (imagen

de un punto critico de f), mientras 1 es un valor regular. En fin, S"~! = f~1(1) es una
subvariedad de R".

Otros ejemplos interesantes de variedades diferenciales son ciertos conjuntos de
. . . 2
matrices. En primer lugar, la matrices reales n X n, M,(R) = R": se toman las n2
entradas como coordenadas cartesianas de las matrices.

Las matrices invertibles GL(n, R) forman un abierto de M, (R): una subvariedad
con dim GL(n, R) = n?. Més interesante son las matrices de determinante 1:

SL(n,R):= {A € My(R):detA =1}

Ahora 1 es un valor regular de la funcién det: M, (R) — R (por el Ejercicio 1.13), asi
que SL(1, R) es una subvariedad de M, (R), con dimensién n? — 1.

El Ejemplo 1.50 es més sofisticado: las matrices ortogonales (que forman un grupo):
O(n) :={A e M,(R): A'A=AA"=1,}. (1.18)

En este caso se toma f(A) := A'A € Sim(n) (las matrices simétricas, que forman un
espacio R-vectorial, de dimensi6n 37(n + 1). Un cdlculo largo muestra que:

(a) Tgf es sobreyectivo cuando B = 1,;
(b) Tgf es también sobreyectivo para los otros B € O(n).

Se deduce que O(n) es una subvariedad de GL(#, R), con dimensién

dim O(n) = dim GL(n, R) — dim Sim(n) = n? — %n(n +1)= %n(n -1). (1.20)

Sobre la segunda lista de ejercicios

Ejercicio 1.6 Los coeficientes de un vector tangente v € T,M dependen de la base

{il yeeer o } de T, M. Este ejercicio da la férmula para el cambio de base a otro
dxtlp Ix"lp p

sistema (yl, ..., y") de coordenadas locales.
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Ejercicio 1.9 En el toro T?, la curva y(t) := (e?™, e?™%) es una curva cerrada (es
homeomorfo a un circulo) si a es racional; pero para « irracional es un alambre que
enrolla el toro con una imagen densa. No es necesario demostrar esa densidad, ni que
el alambre se acerca al punto (1, 1) infinitas veces durante su recorrido, pero si que
y: R — y(R) no es un homeomorfismo. El alambre estd inmersa en el toro, pero no
encajada.

Ejercicio 1.12 Para subvariedades de R", las férmulas para puntos criticos de una
funcién suave siguen los protocolos del calculo diferencial de varias variables.

Ejercicio 1.13 Se pide verificar que 0 es el tinico valor critico de la funcién deter-
minante det: M,(R) — R, para poder concluir que SL(n, R) es una subvariedad
de M, (R).

Ejercicio 1.15 Una superficie de revolucion en R? es obtenida al girar una curva “di-
rectriz” alrededor de una recta (el eje de revolucion). Los cortes de esa superficie por
planos perpendiculares al eje son circulos; y asi se puede reconocer una superficie de
revolucién. Este ejemplo tiene un eje oblicuo (no paralelo a uno de los ejes coordena-
dos).

1.5. Clases

Esta es la clase virtual del 27 de agosto del 2020. Su temética es la secciéon §1.5.

Campos vectoriales

La geometria diferencial tiene dos aspectos muy diferentes: por un lado, requiere
una minuciosa atencion a ciertas detalles analiticos; pero al mismo tiempo, posee un
caracter algebraico panoramico y global. El tema de los campos vectoriales ejemplifica
esa dos tendencias.

Un campo vectorial X sobre una variedad diferencial M, en su aspecto global alge-
braico, es una operador lineal que lleva funciones suaves sobre M en otras funciones,
estoes, X: C*(M) — C*(M), y obedece la regla de Leibniz:

X(fg)=(Xf)g +f(Xg). (1.21)
En su aspecto local, es la asignacién de un vector tangente X, en cada punto p € M:
Xp(f) = X (p). (1.22)

12
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Se ve que X, € T,M al evaluar ambos lados de (1.21) en el punto p:
Xp(fg) = Xp(f) g(p) + f(p) Xp(8).

Sil € M esun abierto de M, el campo vectorial X € X(M) tiene una restriccién a
X|u € X(U). Esto no es obvio, porque el espacio vectorial de funciones C*(U) no estd
incluido en C*°(M) — en general, hay funciones suaves sobre U que no se extienden a
funciones suaves sobre M. Sin embargo, el Lema 1.53 muestra que si f € C*(U), hay
una funcién h € C*(M) que coincide con f cerca de un punto dado p € U, y la receta
p = X,(f) = X,(h) define bien una funcién X f € C*(U).

Si (U, ¢) es una carta local de M, con coordenadas locales (x!,...,x") en C*(U),
se definen las derivadas parciales d/dx/ € X(U) por la férmula bésica:

o frod(foseg. (1.230)

Lema 1.54: si X € X(M), su restriccién a X(U) es una combinacion lineal de estas
derivadas parciales:

; d
e 1
X|u a B (1.24)
donde los coeficientes son funciones suaves a', ...,a" € C*(U). (Aqui hay una suma

implicita sobre j, por el convenio de Einstein.)

Si (V,¢) es otra carta local con otras coordenadas locales (yl, ..., y"), entonces

X|y = b¥=Z en X(V). En la interseccién U NV, la formula de cambio de variable es:
dyk
. oxJ
al === en C®UNYV), ara j=1,...,n.
e ( ), para ]

Propiedades algebraicas de campos vectoriales

Globalmente, X(M) es también un mdédulo sobre el anillo C*(M): si g € C*(M),
se define gX € X(M) como el campo vectorial f + g(Xf).

La Prop. 1.56 dice que X(M) es también un dlgebra de Lie: posee un corchete
bilineal y antisimétrica, dado por

[X,Y]: f = X(Yf) - Y(Xf), (1.250)
que cumple la identidad de Jacobi:
(X, Y, Z]] +[Y,[Z, X]] +[Z,[X,Y]] =0. (1.25b)

(Los operadores XY y YX, por separado, no son campos vectoriales.)

13



MA-870: Geometria Diferencial 1.6. Clase 6

Dadas dos variedades diferenciales M y N, como se pueden relacionar los campos
en X(M) con otros campos en X(N)? Si M y N no son difeomorfos (en particular, de
la misma dimensién), no hay una respuesta obvia.

Sin embargo, si hay un difeomorfismo t: M — N, para cada X € X(M) hay una
imagen directa 7.X € X(N), dada por la férmula:

7.X(h):=X(hot)ot L. (1.28)
Al evaluar los dos lados en el punto 7(p) € N, se obtiene una férmula local:
(T X)e(p) = TpT (Xp)- (1.29)
Otras propiedades de la imagen directa estdn dadas por los Lemas 1.58 y 1.59:

(1. X) = (0 017).X sity o son difeomorfismos;

w.[X, Y] =[7X,n.Y] para X,Y e X(M).

1.6. Clase 6

Esta es la clase virtual del 31 de agosto del 2020. Su temética es la seccién § 1.6.

Curvas integrales y flujos

Un campo vectorial X sobre una variedad M dalugar a una familia de curvas sobre
M, cuyas vectores de velocidad coinciden con los vectores tangentes en los puntos por
donde pasan las curvas. Esta idea se expresa mediante la siguiente ecuacion:

y(t) = X, paratel, (1.30)

donde y: I — M es una curva suave sobre M. Tanto el vector de velocidad y(f) como
el valor en y(t) del campo X son elementos del espacio vectorial tangente T, ;M.
Cualquier curva y que cumple (1.30) se llama una curva integral de X.

Dada una carta local (U, ¢) de M, sea ] C I un subintervalo (abierto) tal que
y(J) € U. Con las coordenadas locales x*: U — R se definen funciones yk =xkoy:

— R. Si ademas X|y = a/ =2, la férmula (1.30) se reduce a un sistema de ecuaciones
ox/ 3

diferenciales ordinarias de primer orden:

YY) = @ oo™ ), ... y" (1)), (1.31)

Para que haya una solucién tnica, se debe prescribir condiciones iniciales y*(to) = xg.
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En fin, la ecuacién (1.3), acompafiada de una condicion inicial:

() =Xy, yplto) =p (1.32)

tiene una solucion tnica y,: | — M, donde | = (ty — ¢, to + ¢) para algtn ¢ > 0. Esta
es la curva integral que pasa por p. (Por la unicidad, dos curvas integrales distintas no
tienen interseccién.) Sin perder generalidad, se puede tomar ty = 0.

De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, se sabe que las soluciones de-
penden suavemente de las condiciones iniciales. Por lo tanto, hay una funcién suave «
con dominio Dx € R x M definido por a(t, p) := y,(t) para (t, p) € Dx. Esta funcién

« es el flujo del campo vectorial X.

El flujo cumple a(0,p) = p para todo p, y a(t,a(s,p)) = a(t + s, p) dentro del
dominio Dy. Se dice que el campo vectorial X es completo si Dx = R X M; esto
ocurre si el intervalo I de cualquier curva integral y se puede extender a todo R. La
Prop. 1.63 muestra que esto siempre se puede lograr si M es compacta.

El Ejemplo 1.65 exhibe una campo vectorial incompleto: X := (1 + x?) % sobre
M = R.Para obtener la curva integral que pasa por x = 0, hay que resolver la ecuacién
diferencial

y(t)=1+y(t)? y(0)=0.

La solucién tnica es y(t) = tgt, para t € (-7,7) a lo sumo, porque la funcién tgt
divergeent = £7.

El Ejemplo 1.66 estudia el campo vectorial X = —y % + x % sobre M = R2. Al
resolver un problema de valor inicial para y(t) = (x(t), y(t)), se descubre que las
curvas integrales son (a): circulos concéntricos centradas en (0, 0), y (b): el origen {(0, 0)},
el cual es un punto fijo (una curva constante).

Si X es un campo vectorial completo, se puede escribir a;(p) := a(t, p) para todo

t € R, p € M. Entonces cada a;: M — M es un difeomorfismo, con ag = 1y, at‘l =a_;
y ademas

Qs = aroas paratodo t,s € R. (1.34)

Se dice que este grupo uniparamétrico de difeomorfismos es generado por X. Ademds,
la Prop. 1.68 explica cémo recuperar el generador X a partir de su flujo a:

flai(p)) - f(p)
t

Xf(p) = Lm (1.35)

porque el lado izquierdo es X, f y el lado derecho es y,(0)f.
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Sobre la tercera lista de ejercicios

Ejercicio1.17 La parte (a) obtiene la férmula para calcular un conmutador [X, Y] en
coordenadas locales. La parte (b) lo ejemplifica en R3 (campos de momento angular).
En general, un algebra de Lie que contiene X, Y también contiene los conmutadores

(X, Y], [X,[X, Y]], [Y,[X Y]],
[X,[X,[X, Y], [X, 0V, [X Y, [Y,[XIX Y]] etc, etc

y podria ser infinitodimensional. Pero resulta que en el caso (b), la dimensién es 3.

Ejercicio 1.18 Un ejercicio facil, que pide comprobar una férmula til (y que luego
sera utilizado).

Ejercicio 1.20 Valdria la pena dibujar las curvas integrales para los dos campos vec-
toriales, en un mismo dibujo en R2.

Ejercicio 1.21  El angulo 6 del circulo S! es solamente una coordenada local, pero el
campo vectorial d/d0 es global; es decir, no depende de la carta usada para expresarlo
localmente.

1.7. Clase 7

Esta es la clase virtual del 3 de setiembre del 2020. Su tematica es la secciéon § 1.7.

Grupos de Lie

Las variedades SL(n, R) y O(n) son dos ejemplos de variedades diferenciales que
también son grupos (con el producto de matrices). Un grupo de Lie es una variedad
diferencial G, con dos operaciones de grupo que son suaves:

m: GXG— G:(g,h)w— gh, 1:G—>G:g gL

Como (2 = 1g, la inversién ( es un difeomorfismo de G en G. Otros difeomorfismos
de G en G son las traslaciones (a izquierda y a derecha):

Ag:h gh, pg:h— hg.

Hay diversos ejemplos de grupos de Lie abelianos. Primero, un espacio R-vectorial
con suma, por ejemplo (R”, +). En dimensién uno, tenemos el grupo multiplicativo
R*:= R\ {0} y su subgrupo R := (0, +o0).
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Otro grupo de Lie de dimensién 1 es el circulo T = S' donde e/%e/® = ¢/(0+9),

En dimensién 7, hay un toro T" := T X --- X T. Este es el producto cartesiano de
variedades y a la vez un producto directo de grupos.

Entre los grupos no abelianos de matrices, ya se conocen el grupo general lineal
GL(n, R) de matrices n x n invertibles y su subgrupo cerrado SL(1n, R). Obsérvese
que las operaciones (A, B) — AB y A +— A~! son funciones suaves de las entradas
matriciales.

Habida cuenta de que C" =~ R?", también se puede considerar grupos de Lie
de matrices complejas, tales como GL(n, C) y SL(n, C). Estos a su vez son variedades
complejas (sus funciones de transicién entre cartas locales son holomorfas), pero consi-
derados ahora como variedades reales.

» Para estudiar grupos de Lie, se aprovecha las traslaciones A para notar que si
(U, ¢) es una carta local con 1 € U, entonces (Ag(U), ¢ o A4-1) es una carta local con

g € Ag(U). Ademaés, un campo vectorial X € X(G) es invariante a la izquierda si
(Ag)*)z =X paratodo g€ G.

El valor de X en la identidad 1 € G se denota por X := }?1 € T1G. Como cada TiAg :
TG — T,G esun isomorfismo lineal, se obtiene

Xy = Tidg(X1) = Tidg(X). (1.37)

Esto muestra que X queda determinado por X € T;G.
El Lema 1.77 dice que si }?, Y son invariantes, entonces [)Af , ?] también es invarian-
te. Entonces g = Ti G es un dlgebra de Lie (de G), con corchete:
[X,Y]:=[X,Y]. (1.38)
Notese que esta dlgebra de Lie es finitodimensional: dimg g = dimp(7;G) = dim G.
Sea yx: 1 — G la curva integral de X tal que yx(0) = 1. Entonces yx(0) = X € T1G.
Resulta que se puede prolongar el intervalo I en todo R, de tal manera que
yx(s +t) = yx(s)yx(t) paratodo s,teR. (1.39)
O sea: yx(R) es un subgrupo uniparamétrico de G, determinado por yx(0) = X € g.

La aplicacién exponencial exp: g — G se define por exp X := yx(1). Se puede
deducir que o
yx(t) =exptX paratodo te€R. (1.40)
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En el Ejemplo 1.80, se identifica el dlgebra de Lie del circulo T con la recta iR, de
tal manera que exp(i0) = ¢'%.Si X = d/d0 € X(T), entonces yx(t) = e,y

GxO, )= 5| foxn = gty =ifa)= 2l (=X

Para un grupo de matrices, el dlgebra de Lie es una espacio R-vectorial de matrices
y la aplicacién exponencial coincide con la exponencial matricial

o 1
exp X = Z 7l x*. (1.41)
k=0

Esto no es obvio, porque si XY # YX, expX expY # exp(X + Y). En vez de la “ley
de exponentes”, se debe usar una famosa férmula de Campbell, Baker y Hausdorff
(para matrices):

exptX exptY = exp(t(X +Y) + 12(XY - YX) + O(+)). (1.44)

La prueba de esta férmula es un célculo sencillo con series de Taylor, guardando los
términos explicitos solo hasta orden t2:

exptX exptY = (1+tX + 12X2+ O(£)) (1 + tY + 3t2Y2 + O(+))
=1+ HX +Y)+ 32(X* +2XY + Y?) + O(+)
=1+HX+Y)+ (X +Y)? + IAXY - YX) + O(F)
=exp(HX +Y) + 1A(XY - YX) + O(+?)).

Con el uso de esta férmula, el Lema 1.81 y el comentario posterior comprueban
que el corchete [X, Y] coincide con el conmutador usual de matrices:

[X,Y] = [g,?]l =XY-YX cuando g< M,(R) o g< M,(C).
Ahora si, se puede identificar g con un espacio vectorial de matrices:
g={XeM,(F):exptX € Gparatodot € R }. (1.42)

(donde F = R o C), toda vez que G € GL(#n, ).
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1.8. Clase 8

Esta es la clase virtual del 7 de setiembre del 2020. Su tematica comprende las
secciones §1.7y §1.8.

Los grupos de Lie cldsicos

Después de haber definido un grupo de Lie G y su élgebra de Lie g de manera
abstracta, junto con la aplicaciéon exponencial exp: X +— y(1) definida mediante
curvas integrales, es hora de considerar una coleccién de ejemplos concretos. Los
llamados grupos cldsicos consisten de matrices invertibles, donde la funcién exp es
la exponencial matricial (una serie de Taylor de matrices) y el corchete de Lie es el
conmutador de matrices [X,Y] = XY - YX.

Las entradas de estas matrices pueden ser reales o complejos: F = R o C en lo
que sigue. (Se puede usar también matrices cuyas entradas son cuaterniones, F = H;
véase el Ejercicio 1.28.) Para el catadlogo completo de los grupos clasicos, constltese
la seccion X.2.1 del libro de Helgason.

Si G es el grupo general lineal GL(1, ), su dlgebra de Lie es gl(n, F) := My (F).
En general, si G < GL(n, ), su dlgebra de Lie es
g={XeM,(F):exptX € Gparatodot € R}. (1.42)
Para seguir, se aprovecha un lema de algebra lineal, que dice que
det(exp X) = "X, (1.45)

En particular, el grupo especial lineal SL(%, ), cuyos elementos cumplen det g =1,
tiene como &lgebra de Lie las matrices de traza cero:

slin,F)={XeM,[F):rX=0}.

» Los demds grupos clésicos provienen de formas bilineales no degeneradas sobre F".
Hay dos casos: formas simétricas d y formas alternante (antisimétricas) s. Una matriz
invertible A es una simetria de la forma d [o de s] si se cumple

d(Ax,Ay) =d(x,y) [o s(Ax,Ay)=s(x,y)] para x,ye[F".

Defn. 1.84: una forma bilineal simétrica no degenerada sobre R" es congruente a
la forma

d(x, ]/) =X1Y1+ T XpYp — Xp1Ypel — 00— XprqYp+gs (1.46)
con p + g = n.Su grupo de simetria es O(p, q) < GL(p + g, R). Si g = 0, esto se reduce

al grupo ortogonal O(n), ya visto.
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Defn. 1.85: una forma bilineal alternante no degenerada sobre R?" es congruente
a la forma

S(X/ y) =Xm+1Y1+ o XomYm — X1Ym+1 — 0 — XmYom-

Su grupo de simetria es el grupo simpléctico Sp(2m, R).

Defn. 1.86: el grupo de simetria del producto escalar (w|z) (una forma sesquilineal
sobre C") es el grupo unitario

U(n) = {U e M,(C): U"U =1, }.

Defn. 1.87: los grupos ortogonales y simplécticas sobre C" se define de modo ana-
logo:
O(n,C) < GL(n,C), Sp(2m,C) < GL(2m, C).

(La signatura p — q de d solo es un invariante cuando F = R.) También se distingue
otro subgrupo de GL(2m, C):

Sp(2m) := Sp(2m, C) N U(2m).
Al imponer la condicién det A = 1 sobre algunos de estos grupos, se obtienen
subgrupos “especiales”:
SO(p, q) < O(p,q), SO(m) <O(n), SU1) < U(n).

Resulta que todos los elementos de Sp(2m, R) ya tienen determinante 1.
» La mayoria de los grupos de este catdlogo son variedades diferenciales no com-
pactos. Pero los siguientes son grupos de Lie compactos, por la Prop. 1.88:

O(n), SO(n), U(n), SU(n), Sp(2m).

Basta ver por qué O(n) es compacto. Si A € O(n), sus columnas a; forman una base
ortonormal de R". Esto implica que ||a1]|*> + - - - + ||, ||> = . Entonces las entradas ajj
son coordenadas de un punto de R™ en la esfera de radio V. Luego, O(n) es acotado
y cerrado en R™,

Espacios homogéneos

Un subgrupo de Lie H < G es un grupo de Lie tal que H < G es una inmersién
inyectiva. Como se ha visto en el Ejercicio 1.9, esto no implica que H es cerrado en G.
Pero resulta que cada subgrupo de Lie cerrado es una subvariedad de G.
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Si H < G es un subgrupo de Lie cerrado, hay una variedad cociente formado por
sus coclases (a izquierda):
G/H:={gH:g€G},

talquen: G — G/H : g — gH es una sumersion sobreyectiva.

El grupo G acttia sobre las coclases por g - ¢'H := (g¢’)H. Més generalmente, una
accién (a izquierda) de un grupo de Lie G sobre una variedad diferencial M es una
aplicacion suave P: G x M — M tal que g - p := (g, p) cumple:

g (h-p)=(gh)-p, L-p=p. (1.50)

Abundan los ejemplos de acciones. Si M es el propio G, hay traslaciones a izquierda
y a derecha y ademas conjugacion:

() g-h:=gh;, (i) g-h:=hgl,  (il) g-h:=ghgl.

A cada punto p € M, se le puede asociar un subgrupo de isotropia G, < G y una
6rbita G -p C M:

%::{heG:h-p:p}, G-p={g-preM:geG}. (1.51)
Si hay una sola 6rbita, G - p = M, se dice que la accién es transitiva y que M es in

espacio homogéneo de G.

Los espacios homogéneos proporcionan muchos ejemplos de variedades diferen-
ciales. En general, hay un difeomorfismo G - p =~ G/G,.

En el Ejemplo 1.97, G = SO(n), M = R", yp = e, = (0,...,0,1); el grupo acttia
por rotaciones. Aqui G, = SO(n — 1) y G - p = S""L. Se obtiene el difeomorfismo
S$"1 ~S50(n)/SO(n — 1).

La variedad de Stiefel St(k, R") de k-marcos en R" (Ejemplo 1.99): sus elementos
son conjuntos ortonormales ordenados (u1, ..., ux) en R". El grupo ortogonal O(n)
los permuta por A - (uy, ..., ux) := (Aus, ..., Aug).Sip = (e, . . ., ex), entonces

A:(lok g)EGP siysolosi C e O(n —k).

Luego St(k, R") ~ O(n)/O(n — k).
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La variedad de Grassmann Gr(k, R") es el conjunto {V < R" : dimV = k}. Si
A € O(n), entonces A(V) = V implica A'(V+) = V+ (complemento ortogonal). Si
p =lin{ey, ..., ex), entonces

A:(lg g)er siysolosi B e€O(k)yC € O(n — k).

Luego Gr(k, R") =~ O(n)/(O(k) x O(n — k)).

Cuando k =1, Gr(1,R") = {L < R" : dimL = 1} es el espacio proyectivo real:
luego RP"! ~ O(n)/({x1} X O(n — 1)) ~ SO(n)/O(n - 1).

Sobre la cuarta lista de ejercicios

Ejercicio 1.22 Se pide comprobar la férmula yx(t) = exp tX usando la definicién
abstracta de la aplicacién exponencial.

Ejercicio 1.24 Diversos ejemplos de exponenciales de matrices 2 X 2.

Ejercicio 1.25 Aqui se identifica explicitamente el dlgebra de Lie del grupo SU(2).
Sus generadores son X; = %oj donde o1, 07,03 € Mj(C) son las llamadas matrices
de Pauli. Luego se reconstruye los elementos de grupo SU(2) mediante la aplicaciéon
exponencial, con tres pardmetros angulares.

Ejercicio 1.26 El homomorfismo p: SU(2) — SO(3) resulta ser sobreyectivo y dos-
a-uno: el grupo de Lie SU(2) es un doble recubridor del grupo de Lie SO(3).

Ejercicio 1.28 Los cuaterniones forman una R-4lgebra de dimensioén 4. El grupo de
Lie UH de “cuaterniones unitarias” es difeomorfo a la esfera unitaria S* c R*.

Ejercicio 1.29 El grupo de Heisenberg H,,, de dimensién 2n + 1, es un grupo de
Lie nilpotente pero no abeliano. Aparece en aplicaciones en dos presentaciones di-
ferentes, pero isomorfos (el ejercicio pide encontrar el isomorfismo). Su algebra del
Lie exhibe una versioén algebraica del principio de incertidumbre de Heisenberg,
[Qj, Px] = i 6jxT; de ahi su nombre.
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1.9. Claseg

Esta es la clase virtual del 10 de setiembre del 2020. Su temética es la secciéon §1.9.

Fibrados

La tltima fuente de ejemplos de variedades diferenciales es la familia de espacios
topoldgicos conocidos como fibrados. Entre ellos se distinguen dos clases de particu-
lar importancia: los fibrados principales y los fibrados vectoriales.

El contexto es una una sumersién sobreyectiva t: E — M entre dos variedades tal
que las preimédgenes E,, := 7" !(p) de los puntos p € M son difeomorfos entre si. Estas
fibras E, son subvariedades de E por la Prop. 1.45. Conviene adoptar un modelo
de las fibras: una variedad F (Ilamado fibra tipica) a la cual todo E, es difeomorfo.
La cuaterna (E, M, 1t; F) es lo que se llama un fibrado. Es costumbre denotarlo por

E-5SM, dejando implicita la fibra tipica F.

Enla topologia algebraica, se definen fibrados topolégicos de manera anéloga (por
ejemplo, alli la proyeccién 7t solo debe ser una aplicacién cociente: continua, abierta y
sobreyectiva). Pero en la categoria de variedades diferenciales, se exige ademas que el
fibrado sea localmente trivial. Esto significa que la base M debe tener un cubrimiento
abierto {U;} tal que existen ciertos difeomorfismos:

Yj: n ' (U;) > Uj xF, que cumplen ﬂ(¢;1(p,v)) =p. (1.52)

(La restriccion de esta trivializacion local 1; a n~1(p) da un difeomorfismo E, ~F.)

Una variedad producto E = M X F define un fibrado trivial, con proyeccién
pry: (p,v) = p. La condicién (1.52) dice que cada (n_l(Uj), U;, m; F) es difeomorfo
a un fibrado trivial.

Otro ejemplo de un fibrado localmente trivial es un espacio homogéneo de un
grupo de Lie G: si H es un subgrupo cerrado de G, la aplicacién cociente : G —
G/H determina un fibrado donde las fibras 171((g)) = ¢H son las coclases de H,
consideradas como subvariedades de G. Como ¢H = A¢(H) ~ H —la traslacion A, es
el difeomorfismo requerido - la fibra tipica es H.

Este fibrado principal G SN /H tiene otra propiedad notable: la fibra tipica H es un
grupo de Lie, el cual permuta las fibras individuales. Esto es, hay una accién transitiva
del grupo H sobre la fibra gH por multiplicacién a la derecha: gh <k = g(hk).

Se dice que E — M es un fibrado vectorial si la fibra tipica F y cada fibra E, son
espacios vectoriales isomorfos: F ~ E, por v 1/1].‘1 (p,v) que debe ser R-lineal.
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» El ejemplo de mayor interés es el fibrado tangente TM —> M. En este caso, el
espacio total E = TM es la unién disjunta de los espacios tangentes individuales T, M.
La fibra tipica es R", si n = dim M.

Un isomorfismo lineal R" ~ T, M esta dado por la base {% P % } de T, M,
xtlp xtlp
en una carta local (U, ¢,). Entonces se define
TM:={(p,v):peM,veT,M}, 1(p,v):=p, (1.53)
con trivializaciones locales (una para cada carta local de M):
Yu(p,v) = (p;vl, ..,0") siov= vji ) (1.54)
dx!lp

Fijese que (v}, ...,0") € R" y que la definicién del conjunto TM expresa una unién
disjunta; esto es, TM = [4),cp Ty M.

De igual manera se define el fibrado cotangente T*M —> M, con fibra tipica R".
Ahora el espacio total T*M es la union disjunta de los espacios cotangentes T, M.

Cada T;M se define como el espacio R-vectorial dual de T, M. En una carta local
(Uy, @), 1a base antedicha de T, M determina una base dual de Tr;‘M, denotado por

{dx1 lp, ..., dx" |p}. Un covector en p es una combinacién lineal de éstos:
&= Epdx"|, = & dxl], + & dx?|, + - + &y dx"], € TM.
Entonces se define
T'"M:={(p,&):peM, E€T;M},  n(p,&):=p, (1.55)
con trivializaciones locales (una para cada carta local de M):

Xa(p, &)= (p&r, .., &n) si &= &ednt| ). (1.56)

» Una seccién de un fibrado E—— M es una aplicacién suave s: M — E tal que
nmos =1y, estoes, s(p) € E, paratodo p € M.

La totalidad de secciones (suaves) se denota por I'(M, E). En el caso de un fibrado
vectorial, I'(M, E) es un espacio vectorial.

Las secciones suaves del fibrado tangente son precisamente los campos vectoriales
sobre M. En otras palabras, X(M) = I'(M, TM).

24



MA-870: Geometria Diferencial 1.9. Clase 9

Sobre la quinta lista de ejercicios

Ejercicio 1.33 El grupo SU(1, 1) acttia sobre D (un disco circular sin frontera) por
las llamadas transformaciones de Mobius, que llevan circulos en circulos. De los tres
tipos de 6rbitas que se pide dibujar, los de k(0) son obviamente circulos concéntricos;
los de a(t) se llaman horociclos; y los de n(s) se llaman “curvas equidistantes” en la
terminologia de la geometria hiperbdlica.

Ejercicio 1.34 Este ejercicio describe la llamada factorizacion QR de una matriz in-
vertible. Se debe advertir que aunque la biyeccién QR < (Q, R) es un difeomorfismo,
no es un homomorfismo de grupos, porque GL(n, R) no es el producto directo de los
grupos O(n) y T+ (n, R). (Es un producto semidirecto.)

Ejercicio 1.36 Con esta nocién de morfismo de fibrados, los fibrados vectoriales
E -5 M son objetos de una categoria.

Ejercicio 1.37y1.38 Mediante el isomorfismo de fibrados vectoriales indicado, el es-

pacio total del fibrado tangente TS? — S? es difeomorfo a una subvariedad E de R.
Este fibrado tangente no es trivial: no existe una variedad bidimensional N tal que E
se pueda reemplazar por N X S2.

Ejercicio 1.39 En cambio, el fibrado tangente T'S! — S sf es trivial.

Ejercicio 1.40 Cualquier fibrado vectorial posee un grupo de estructura, el cual es
GL(F) o tal vez un subgrupo cerrado G < GL(F). Las funciones de transicion gjx son
secciones locales de un fibrado principal cuyo fibra tipica es este grupo G. Es posi-
ble invertir el proceso: hay una construccién que empieza con un fibrado principal

o . s . . ., . .
P — M con fibra tipica G, junto con una accién lineal de G sobre un espacio vecto-

rial F, y produce un fibrado vectorial “asociado” E =5 M con fibra tipica F.
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2 Comentarios sobre las clases de MA-870, parte 2

Este es un guién informal que acompana las clases “virtuales” de MA-870, Geo-
metria Diferencial, en el segundo semestre del 2020, a causa de la suspensién de clases
presenciales.

2.1. Clase 10

Esta es la clase virtual del 17 de setiembre del 2020. Su tematica comprende las
secciones §2.1: Formas diferenciales de primer grado y §2.2: Algebra tensorial y dlgebra
exterior.

Formas diferenciales de primer grado

Una forma diferencial, informalmente, es el integrando de una integral en varias
variables. Por ejemplo, una integral de linea

/Adx+de+Cdz
K

sobre una curva K en R? tiene como integrando la expresién A dx + B dy + C dz. Alter-
nativamente, las formas diferenciales son los objetos duales a los campos vectoriales,
como se vera en seguida.

Se debe recordar que los campos vectoriales X(M) son un médulo a izquierda sobre
C*(M). Este es andlogo a un espacio vectorial, pero C*(M) es solo un anillo conmu-
tativo, no un cuerpo; y en la “multiplicacién escalar” X +— ¢X se escribe la funcién g
a la izquierda del campo vectorial X.

El objeto dual consiste de funciones a: X(M) — C*(M) que son C*(M)-lineales;
esto es,
a(X+Y)=aX)+ a(Y), a(gX) = g a(X). (2.1a)

Tales a, a su vez, forman un médulo a izquierda sobre C*(M):
(a + B)X) = a(X) + B(X); fa(X):= f a(X). (2.1b)

Este médulo se llama A'(M). Sus elementos a son las formas diferenciales de primer
grado (sobre M).

Resulta que el valor a(X)(p) de la funcién a(X) en el punto p € M solo depende
del vector tangente X,,. Esto se ve al reemplazar X por ¢X donde g: M — [0,1] es
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una funcién suave tal que g(g) = 1 en un vecindario de p, porque

a(gX)(p) = &(p) a(X)(p) = a(X)(p).
La dependencia X, = a(X)(p) € R es lineal: este es un covector a, € I;M.

La Prop. 2.2 muestra que la correspondencia p +— a,, es una seccion suave del fibrado

cotangente T*M 5 M. En sintesis:
AY (M) ~T(M, T*M). (2.3)

En la demostracién, se comprueba que en una carta local (U, ¢), la restricciéon de a
a U es una suma finita del tipo:

aly = frdx®, con coeficientes  fi,..., f, € C*(U) (2.5)

donde dx!,...,dx" € A1(U) definen una “base dual” a los campos vectoriales locales
% 9= € £(U); esto es, (dx*, %) = [j = k1.

dx1’ " Jxn

Algebra tensorial y dlgebra exterior

Esta seccién es un resumen ejecutivo de la materia de 4lgebra lineal que se re-
quiere mas adelante. Primero se define el producto tensorial E ® F de dos espacios
R-vectoriales E y F. Sus elementos son sumas finitas de “tensores simples” x ® y. Esa
expresion es lineal en x y también en y. -

El producto tensorial de espacios vectoriales es asociativo (hasta un isomorfismo
tinico), de modo que la notacién E ® F ® G no es ambigua.

SiEF:= Ex---XE (k veces),sean f: EF - R, ¢: E" — R dos formas multilineales
(lineal en cada variable). Se define su producto tensorial f ® ¢: EF*" — R por

foglxt, ..., Xker) = f(x1, ..o, xk) §(Xkwt, - - ) Xkcar)-

Esto depende, obviamente, del orden de las variables x;. Nos interesa las formas
k-lineales g: E¥ — R que son alternantes (= antisimétricas) si un intercambio de dos
variables cambia su signo. Mds generalmente, para cada permutaciéon o € Sk, vale:

S(Xs(1), - X)) = (=1)78(x1, ..., x).

Una forma k-lineal cualquiera : EF — R se puede antisimetrizar con la operaciéon
q p P

1
Ah(xy, ..., x0) = Z(—l)a h(xs(1), - - s Xo(k))- (2.6)

0E€Sk
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Sif: EK - Ryg: E" — R son alternantes, su producto exterior f A ¢: EF*" — R

también es alternante: (k + 1)
+7)!
frg= = Af® ). (2.7)

El Lema 2.9 usa la combinatoria de permutaciones para verificar que el producto
exterior de formas alternantes es asociativa y anticonmutativa:

(fA)Ah=FA(gAh),  gAf=(1¥fAg. 28)
Enelcaso k =r =1, 1a férmula (2.7) diceque f A g = f ® g — ¢ ® f; explicitamente:
fagty)=fx)gly) = f(y)gx). (2.10)

La férmula (2.10) se generaliza en el Lema 2.10: si g!,...,¢¥ € E* son formas
lineales y x1, ..., xx € E son vectores, entonces

gEA- A gk(xl, ..., xg) =det [gi(xj)]. (2.11)

Ahora sea {eq, ..., e, } una base vectorial de E, con base dual {fl, ..., f"}de E*.
El espacio R-vectorial A*E* de las formas k-lineales f: EX — R tiene la base:

fl=frAfen--Af%, donde I={i,..., ik} S{1,...,n}

y los indices estan en orden estrictamente creciente, 1 < iy < i < -+ < iy < n. Al contar
las partes I € {1,...,n} con cardinalidad |I| = k, se obtiene

dimp AFE* = (’Z)

La suma directa de estos AE* es el dlgebra exterior de E*,

n
AE" = @ AMNE=ReE &AL @ - &AL (2.12)
k=0
con dimensién dimg A*E* = Y/ _ (}) = 2"
Esta R-4lgebra es graduada: si f € AKE*y ¢ € A'E*, entonces f A g € AFTE*.
En un algebra graduada, se puede definir derivaciones D y E que cumplen reglas
de Leibniz; D es par y E es impar si se cumplen
D(ab) = (Da)b + a (Db), E(ab) = (Ea)b + (-1)*a (ED). (2.13)
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2.2. Clase 11

Esta es la clase virtual del 21 de setiembre del 2020. Su tematica es la seccion §2.3:
Formas diferenciales de grado superior.

Formas diferenciales de grado superior

Comenzamos con la definicion algebraica de tensores sobre una variedad dife-
rencial M —la Defn. 2.14 — que generaliza la definicién de una 1-forma diferencial
como aplicacion C*(M)-lineal a: X(M) — C*>(M). El caso més general es el de una
aplicacion multilineal

T: (M) x A{(M)T — C®(M)

que es C*(M)-lineal en cada variable. La funcion T(Xj, . .., X, al,..., a7 dep cam-
pos vectoriales X; y de g 1-formas a¥ debe ser C*(M)-lineal en cada variable.

Siq =0, se trata de un p-tensor covariante R: X(M)P — C*(M) tal que cada aplica-
cién parcial Xj R(Xy,..., Xj,ono, Xp) es una 1-forma. Si w es un k-tensor covariante
que ademas es alternante en sus argumentos X;,

X1y, - Xoy) = (1) w(X1, ..., Xk), (2.14)
entonces (Defn. 2.16) w se llama una k-forma diferencial sobre M.

Por su definicién, un 1-tensor covariante es simplemente una 1-forma diferencial
a € AY(M), ya visto. La “multiplicacién escalar” por funciones f € C®(M) localiza
las evaluaciones puntuales a,: X, — a(X)(p) en covectores a), € M, de tal manera
que p — a, es una seccion del fibrado cotangente. Asi, se obtiene A'(M) =~ T(M, T*M).

Del mismo modo, un 1-tensor contravariante S: AY(M) — C*®(M) define en cada
punto de M un vector tangente X,,: a, — S(a)(p) y se puede comprobar que p — X,
es una seccion del fibrado tangente, X € I'(M,TM) =~ X(M). Se obtiene S(a) = a(X). En
breve: un 1-tensor contravariante no es otra cosa que un campo vectorial.

El manejo algebraico de las k-formas diferenciales w € A¥(M) es exactamente pa-
ralelo al 4lgebra exterior de vectores ordinarios. Con la tinica diferencia que los “es-
calares” ahora son funciones f € C*(M). Sin € A"(M) es una r-forma, se define el
producto tensorial w ® 11y el producto exterior w A 1 por las mismas férmulas:

W T](X].I ey Xk+7’) = a)(Xll ey Xk) n(Xk+1/ RN Xk+1’);

_(k+7)
AT = k!'r!

Ademads, se declara A°(M) := C*(M); una O-forma diferencial es una funcién suave.

A(w ®n). (2.15)
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Cada AX(M) es un médulo sobre C*(M). Su suma directa (dotado del producto
exterior) es el dlgebra exterior de M:

n
A*(M) = E5 AKM) = A°(M) © AN (M) & - & A"(M). (2.16)
k=0
Porquék € {0,1,...,n}solamente? (Aquin = dim M.) Pues, el mismo proceso de
localizacién en puntos p € M muestra cada w € A¥(M) es una seccién de un fibrado
vectorial AFT*M -5 M cuyas fibras son espacios vectoriales Ak(T; M), y por lo tanto
k < dimp T;M =n.

La localizacién en puntos de M también permite restringir w a cartas locales (U, ¢)
de M. En coordenadas locales, A*(U) es generado como C*(U)-médulo por un juego
de “k-formas locales” dx™ A - -- A dx'*. Esto significa que hay una férmula

wly = Z fir.ix dx A - Adxic = Z f1 dxU A A dxiE (2.18)

i< <ig [I|=k

donde los coeficientes fr = f;,..i, son funciones suaves en C*(U), y hay un término
en la suma para cada juego de k indices I = {iy,...,ix} € {1,...,n}. Debido a la
antisimetria

dxt Adx! = —dx) A dx,

se puede exigir que los indices vengan en orden creciente: 1 < i1 <ip < -+ < i < n.

El producto exterior de formas diferenciales es asociativo y anticonmutativo:
(WAMAC=w AN AQ), nAw=(=)"wAn. (2.19)

» Hay dos operaciones algebraicas importantes sobre las formas diferenciales, que
cambian el grado de w € A¥(M). Ellos son

Eatw > aAwe AT (M), ix:w— ixw e AY(M).

Aqui ¢, es la multiplicacion exterior por una 1-forma a € A!(M); y ix es la contraccién
con un campo vectorial X € X(M), definido asi:

ixo(Y1, ..., Ye1) = (X, Y,..., Y1), (2.21)
La Prop. 2.21 muestra que ix: A*(M) — A*(M) es una derivacion impar:

ix(wAn) =ixwAn+ (-1)*w A ix1n. (2.220)
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Hay otra operacion algebraica que relaciona formas diferenciales en dos varie-
dades M y N — sin cambiar sus grados. Dada una funcién suave 7: M — N, cada
k-forma w € AF(N) da lugar a una k-forma T*w € A¥(M), que se llama su imagen
inversa o pullback bajo 7. (N6tese el asterisco superior.)

Sit: M — N es un difeomorfismo, de modo que cada campo vectorial X € X(M)
tiene una imagen directa t.X € X(N)-notese el asterisco inferior —entonces el pullback
de una 1-forma 8 € A!(N) se define por la férmula

TB(X) = B(t.X) o 7. (2.24)
Maés generalmente, el pullback de una k-forma w € A'(N) es:

Tw(X1,...,Xy) = w(t.X1,...,T.Xk) 0 T.

Sit: M — N no es invertible, la férmula (2.24) no tiene sentido, pues 7.X no esta
definido. Sin embargo, se puede dar una definicién puntual — equivalente a (2.24) si
7.X existe — aprovechando los fibrados vectoriales:

(T*ﬁ)p(Xp) = ﬁf(p)(TpT (Xp)) (2.23)

Esta receta complicada significa que B(,) — ("), : T*

T(p)N — T;M es simplemente

la transpuesta de T,t: TyM — T;(,)N.

En todo caso, la Prop. 2.23 establece que el pullback 7* es un homomorfismo entre
las algebras exteriores de N y M:

T(wAn) =TwAT. (2.25)

2.3. Clase 12

Esta es la clase virtual del 24 de setiembre del 2020. Su tematica es la seccion § 2.4:
La derivada exterior.
La derivada exterior

La formas diferenciales sobre una variedad diferencial M pertenecen a una jerar-
quia: hay 0-formas, 1-formas, 2-formas, etc., de diversos grados. El rasgo mds impor-
tante de esa jerarquia es la operacion de derivacion exterior, definido a continuacién.
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En célculo de varias variables se ha visto la “diferencial” de una funcién f, expresa-
do por la férmula local df = % dxl.Si f € C*(M) = A%(M), este df es la 1-forma
determinada por la evaluacién de campos vectoriales sobre f, es decir:

df(X) := Xf. (2.26)
En una carta local, esto dice que df (5%) = % mientras dx/(5%) = [[j = k]|. Entonces

la combinacién lineal df = %

La regla de Leibniz X(fg) = (Xf) g + f (Xg) muestra que d(fg) = df g + f dg.

dx/ sigue vélida para 1-formas locales.

En grados superiores, comenzamos con otras férmulas locales en el &mbito de una
carta local (U, ¢) de M. Si w = X j1=¢ fi dxt A -+ A dx'x, se define:

n
— 1AL, Ik = — dxJ oA, 3
dw : mg_k dff Ndx" A -+ Ndx mg_k j_gl ; dx) Adx" A - Adx'. (2.27)

Como las 1-formas cumplen dx” A dx® = —dx® A dx” y en particular dx/ A dx/ = 0, en
el lado derecho solo aparecen términos con j ¢ {1,...,n}.

La férmula (2.27) es obviamente R-lineal, pero no es lineal sobre C*°(M). Mas bien,
se obtiene otra regla de Leibniz:

af

ﬁ)dxj/\dxil/\---/\dxik:dg/\a)+gt:la).
x

_\'(98
d(gw) = ;(ﬁfl +g

Sin=2=rg dxt A --- Adx) € AT(U), se calcula:

dlwAn) =Y (dfi g + frdg) Adxt A Adx™ Adxt A= Adxlr
n 8§ 8]
]
:da)/\17+(—1)k2f1dxi1/\---/\dxik/\dg]/\dle/\---/\dxj’.
]

El signo (-1)k enla segunda sumatoria viene de pasar la 1-forma dgj a la derecha de
dx A - A dx'*. La férmula resultante es:

dlwAn) =dwoAn+ (-1)kw A dan. (2.28)

En palabras: @ — dw es una derivacion impar de A*(U).

» En variedades con una sola carta local, las férmulas (2.27) y (2.28) son suficientes.
Si se requiere mds de una carta, se podria mostrar que estas férmulas sobreviven
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el proceso de cambios de variables locales (x1,...,x") — (y!,...,y"). Pero hay un
camino alternativo, al considerar una k-forma local como seccién local de un fibrado
vectorial: AK(U) = T(U, A*T*M).

El Lema 2.26 establece que una derivacién D (par o impar) del adlgebra A®(M)
conserva soportes; es decir, si w|y = 0, entonces (Dw)|y = 0. Para demostrarlo, se
prueba que w; =0 = (Dw); =0 en A*TyM para cada q € U.

Ese lema es la clave para mostrar el Teorema 2.27: que existe una tinica derivacién
impar 6 del dlgebra A®*(M) que cumple dos requisitos:

(@) o(f)=df si feA(M);
(b) 0(dw)=0 paratodo w € A*(M).

Esto es suficiente para comprobar que 6(w) = dw en cada carta local. Hecho eso, se
escribe d en vez de 9, y el requisito (b) se muda en: d(dw) = 0 para todo w.

La férmula d(dw) = 0 incorpora una propiedad basica del célculo en varias va-
riables: la igualdad de las derivadas parciales mixtas de sequndo orden. En efecto, para una
0-forma local f € C*(U), se obtiene

d(df) = Z PS i v = Z 7S (dx' @ dx/ — dx/ ® dx')
) oxidx/ b dxidx/

& 02 0?2 ‘ ,
:Z ,f,— f dx' ® dx! = 0.
dxidx]  dxldx!

i,j=1
(En el segundo término de la Giltima sumatoria, hay un cambio i <> j de indices.)

» Una vez establecida la existencia y unicidad de la derivacién exterior d mediante
férmulas locales, se puede obtener un formulario puramente algebraico al recordar que
cada k-forma es una aplicacién k-lineal sobre campos vectoriales. En particular, si « es
una 1-forma, entonces da es una 2-forma. La Prop. 2.29 da su presentacion algebraica:

da(X,Y)=XalY)-Y a(X) — a([X,Y). (2.31)
La prueba tiene dos partes:

o Se establece que el lado derecho es bilineal sobre C*(M); como es claramente
antisimétrica, el lado derecho define una 2-forma.

o Se verifica que esta 2-forma coincide con da sobre campos vectoriales locales,
al tomar a = f; dx/ en AL(U).
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También es necesario notar que las dos campos vectoriales locales basicos % y %
conmutan, otra vez por la igualdad de las derivadas parciales mixtas:

22 2l 2 e

oxi dxi\oxi| oxi\oxi|  oxioxi oxioxi

La misma técnica permite comprobar la forma general para la derivada exterior
de una 2-forma 8 € A%(M) — que se dejard como ejercicio:

AB(X,Y,Z) = XB(Y,Z)+ Y B(Z,X) + Z B(X,Y)
_ﬁ([X,Y],Z)—ﬁ([Y,Z],X)—ﬁ([Z,X],Y) (235)

2.4. Clase 13

Esta es la clase virtual del 28 de setiembre del 2020. Su temaética es el de las sec-
ciones § 2.4: La derivada exterior y § 2.5: La derivada de Lie.

La derivada exterior con pullbacks

La derivada exterior de formas diferenciales es transparente bajo pullbacks o pre-
imagenes: si T: M — N es una funcién suave, entonces a cada forma diferencial w
sobre N le corresponde una forma diferencial 7*w sobre M. Sus derivadas exteriores
estan relacionadas por la férmula:

d(T'w) = ' (dw). (2.37)
En otras palabras: el operador de imégenes inversas 7* entrelaza las dos derivadas
exteriores d: AF(N) — AM(N) y d: AK(M) — AF(M).

Como 7" conserva grados, se puede verificar (2.37) paracadak = 0,1, ..., n.Cuan-

dok =0y g € A%N) = C®(N), la prueba se reduce a tres cosas equivalentes:

v(dg) = d(v'g) = d(got) en A'(M);
T'(dg)(X) =d(go1)(X) paracada X € X(M);
(dg)r(p)(TpT(Xp)) =T,1(Xp)(g) = Xp(goT) para peM, X, € T,M.

El tercero sigue de la definicién de la aplicacion tangente T, 7.

La tactica de reducir el argumento a cada punto p € M implica que para mostrar
(2.37) en grados k > 1, serd suficiente hacer un célculo local. Si (v, ..., y") son coor-
denadas locales cerca de 7(p) € N, sea h/ := y/ o1 cercade p € M. El siguiente calculo
verifica la férmula (2.37).
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Aqui se usa el caso k = 0, mostrando que dh/ = d(y/ o 1) = d(t*y/) = T*(dy/):

W =g]dyjl /\.../\dyjk
— Tw=(goT)AdW' A--- AdW*
= d(T'w) =d(gro ) AdW' A -+ A dhE
= 77(dgy) A T (dy) A - A TH(dyF)
=7 (dg; Ady A+ AdyF) = T (dw).

» Un caso especial del pullback es el de cambio de variables en R". Para pasar de coor-

denadas polares a cartesianas en R? (Ejemplo 2.31), se usa la férmula conocida:
(x,y)=1(r,0):=(rcos0,rsen0).

Las 1-formas dx, dy se transforman asi:

T (dx) =d(x o1) =d(rcos6) =cosOdr —rsen6do,
T (dy) =d(yot) =d(rsen6) =senOdr +rcos6do,

y la 2-forma de drea dx A dy tiene la preimagen:

T (dx A dy) = T(dx) A T (dy)
=(cosOdr—rsen6dO) A (senOdr +rcos6do)
=rcos’>Odr AdO —rsen®0do A dr
=rdr ANdO,

conocida por la préctica de calcular integrales dobles.

El Ejemplo 2.32 efecttia una transformacién analoga para coordenadas esféricas
(0, ) en S2, donde ahora 7 es la inclusién i: S — R3 —1a cual es suave, pero obvia-
mente no es un difeomorfismo.

La derivada de Lie

Hay tres tipos de derivacién importantes sobre A®(M):

¢ una contraccién ix: AK(M) — A1 (M), para X € X(M);

o la derivada exterior d: AF(M) — AM1(M); y

¢ la derivada de Lie Lx: AK(M) — AK(M), para X € X(M).

Si X es completo, su flujo es una grupo de difeomorfismos a;: M — M, parat € R.
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La definiciéon de Lxw es la derivada del movimiento de w bajo este flujo:
AW —

Ppe— * —
Lxw:=—| a;w=Ihm

dt =0 t—0 t (238a)

Para una O-forma f € C*(M), la derivadaent = 0 de ajf := f o a; es —por la
definicién de un flujo — simplemente £x f = Xf.

La Prop. 2.35 tiene una lista de la propiedades algebraicas bésicas de £Lx. Cabe
destacar dos de ellas; primero, que Lx es una derivacion par:

Lx(wAn)=LxwAn+wALxn (2.39¢)

para todo w, n € A*(M). Segundo, al igual que cada a}, Lx conmuta con la accién de
la derivacién exterior:
Lx(dw) =d(Lxw). (2.39d)

El Ejemplo 2.36 ofrece un calculo tipico: la 2-forma @ = (x? + y?) dx A dy sobre R?
es obviamente invariante bajo rotaciones. El generador del grupo de rotaciones es el
“momento angular” X = -y % +x %. Entonces

Lxw = X(x? + y?) dx Ady + (x* + v?) (Lx(dx) A dy + dx A Lx(dy))
= (=2yx +2xy)dx A dy + (x* + y?) (d(Xx) A dy + dx A d(Xy))
=0+ (x* + y?) (~dy A dy + dx Adx) = 0.

Moraleja: Lxw = 0 es una ecuacion diferencial que exhibe la invariancia bajo rotaciones
de un manera “infinitesimal”.

» La formula mas famosa de toda la geometria diferencial es la identidad de Cartan:
Lxw =ix(dw) + d(ixw). (2.40)

La demostracion de esta identidad involucra diversas técnicas y merece una aten-
cién especial. Tiene tres fases, segtin el grado de w:

(i) para una O-forma f;
(ii) para una 1-forma f;
(iii) por induccién sobre el grado, de w a f A w.
La primera fase es facil: como Lxf = Xf y ixf = 0 por regla, solo falta notar que

ix(df) =df(X) = Xf por definicién.
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Para f € AY(M)y Y € X(M), se dispone de la férmula:

Lxp) =4 aipry= 2

dt

planY)oa;. (2.41)

t=0
Allado derecho, la variable t aparece dos veces: hace falta aplicar una regla de Leibniz.

Eso exige procesar la derivada del campo vectorial a.Y. Si h € C*(M), se debe

derivar la funcién
apY(h) =Y(hoat) o ay.

El Lema de Hadamard permite expresar / o a; como h +t g;, donde las funciones g;
cumplen go = Xh, porque

h(ai(p)) = Xh(p).
t=0

d
go(p) = }grolgt(p) ==

Esto lleva al célculo:

d d
- at*Y(h) = — (Yh ot + tht o OZ_t)
dt|,_, at|,_,
d
=7 t:O(Yh oa_s)+ }%(Ygt oa_y)

=L_x(Yh)+Y(Xh)
=-X(Yh)+Y(Xh)=-[X,Y](h),
que no informa que %L:O(atﬂ) =-[X,Y].
Con eso, podemos regresar a la férmula (2.41):

CxBO) = ~BIX YD + 5 p) o
t=0

= —B([X, YD) + X B(Y) =dB(X,Y) + Y B(X)

al usar la férmula (2.31) para dp, esto es: dB(X,Y) = XB(Y) — Y B(X) — B([X, Y]).
Entonces

Lxp(Y) = ix(dp)(Y) + d(ixp)(Y). (2.42)

Al eliminar Y, esta ecuacién dice que Lxf = ix(dp) + d(ixp): esta es la identidad
de Cartan para una 1-forma f.

Dejemos la tercera fase (el paso inductivo) para la préxima sesién.

37



MA-870: Geometria Diferencial 2.5. Clase 14

Sobre la sexta lista de ejercicios

Ejercicio 2.1 Este lema algebraico expresa una forma bilineal alternante o como una
suma de bivectores independientes. Es un antecedente para un teorema de Darboux
que da una descomposicién andloga para una 2-forma simpléctica sobre una variedad
diferencial.

Ejercicio 2.4 El formato de esta 2-forma w sobre R es el que ofrece el teorema
de Darboux en un contexto mds general. La potencia exterior """ es una forma de
volumen (como se verd en el siguiente capitulo).

Ejercicio 2.6 La forma o sobre S""! tiene el grado maximo grado n — 1; ésta es la
forma de volumen de la esfera, en coordenadas cartesianas. En el caso n = 3, el Ejem-
plo 2.32 lo transforma a coordenadas esféricas sobre S2.

2.5. Clase 14

Esta es la clase virtual del o1 de octubre del 2020. Su temética es el de las secciones
§2.5: La derivada de Lie y § 2.6: Formas cerradas y exactas.

La derivada de Lie (continuacidn)

En la clase anterior, se anunci6 la identidad de Cartan:
Lxw = ix(da)) + d(ixa)). (2.40)

La demostracién procede por una induccién sobre el grado de w. (En general, w es la
suma de formas de diversos grados; como los dos lados de la igualdad son aditivos
en w, se puede probarla para formas de cada grado k por separado.)

Para una 0-forma w = f, la demostracién es casi inmediato. Para una 1-forma
w = B, era necesario examinar el efecto del flujo {a;} de X sobre la 1-forma § y sobre
un campo vectorial Y. Se logré mostrar que

LxB(Y) =ix(dB)(Y) +d(ixB)(Y) paratodo Y € X(M), (2.42)

para concluir que Lxf = ix(dB) + d(ixp) en A} (M).

Para concluir la prueba por induccién sobre k, se asumird que (2.42) es véalido
para w de grado k, con el plan de comprobarlo para f A w, de grado (k +1). En cada carta
local, una (k + 1)-forma es una suma finita de formas de este tipo.
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Entonces, témese w € A*(M)y p € A(M). Al aplicar las derivaciones impares
ix y d varias veces, se obtiene:

d(ixp A w) =d(ixp) Nw +ixp ANdw, #(ixp) =0
dpAw)=dpAw—-pANdw, #p)=1
ix(BAw)=ixpAw—-BANixw, #p) =1
ix(dp AN w)=ix(dB) Nw+dp ANixw. #(dp) =2

Con esta preparaciéon y como Lx es una derivacion par, se obtiene:

Lx(BAw)=LxpAw+BALxw
= (ix(dB) + d(ixB)) A w + B A (ix(dw) + d(ixw))
=ix(dpANw)—dB Nixw +d(ixp Aw)—ixp ANdw
+ B Nix(dw) + B AN d(ixw)
=ix(dBAw)—ixpAdw+p Nix(dw)
+d(ixp AN w)—
=ix(dp A w) —ix(pANdw)+d(ixp N w)—
= ix(d(f A w)) +d(ix(p A w)).
En la segundo linea, se usé (2.40) para f y w; y se obtuvo su validez para A w.
Esto concluye la induccién. O

» La derivada de Lie £x también es aplicable a otros tensores, al derivar (en t = 0)
el efecto del flujo {a;} de X. Se cambia «;} en (a—;). para tensores contravariantes; por
ejemplo, la Defn. 2.38 dice que

Lyy =2 (a_).Y si Y e X(M).
at|,_,

Esta es la derivada en 0 de Y(f o a—¢) o a4, la cual es Y(-Xf) + X(Yf) = [X, Y]f.
Entonces se ve que LxY = [X, Y].

Si consideramos £ x como un operador sobre A®*(M) que conserva grados — o bien,
un operador sobre cada AX(M) por separado - se puede considerar el conmutador de
dos de estos operadores.

SiX,Y € X(M)y f € AY(M), es facil notar que

Lx(Lyf) = Ly(Lxf) =X f)-Y(Xf) =[X,Y]f =Lixy f-
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Para una 1-forma g, un célculo intrincado, usando las identidades de Cartan y Jacobi,
demuestra la Prop. 2.40:

Lx(Lyp) = Ly(Lxp) = Lix, v B- (2.44)
Luego, un argumento por induccién sobre el grado demuestra el caso general:

Lx(Lyw) - Ly(Lxw) = Lixyjw paratodo w € A*(M).

Se puede notar, de paso, que hay una férmula andloga para campos vectoriales:
Lx(LyZ) - Ly(LxZ) = Lixy|Z, para X,Y,Z € X(M);
pero eso no es mas que la identidad de Jacobi:

(X, 1Y, Z]]+1Y,[Z, X]1+[Z,[X,Y]] =0.

Formas cerradas y exactas
El uso principal de la derivada exterior es el empleo de estos dos conceptos:
¢ Una forma w € A*(M) es cerrada si dw = 0.
o Una forma w € A*(M) es exacta si w = dr) para alguna 7).

Como d(dn) = 0, cada forma exacta es cerrada.

Por otro lado, la 1-forma d6 sobre S! es cerrada (porque S* no posee 2-formas no
nulas), pero no es exacta, porque la coordenada local 0 no se extiende a todo S'.

El Ejemplo 2.43 — el “campo magnético” sobre R? \ {(0,0)} — toma la 1-forma

s dx+Ldy.

o= -
X2+ 12 X2+ 12

Es facil comprobar que da = 0. Pero si fuera a = df = g—i dx + g—J; dy, se obtendria
f(x,y) = arctg(y/x)+c, al menos para x > 0. Es imposible extender arc tg(y/x) a una
funcién continua sobre todo R? \ {(0,0)}, asi que a no es exacta.

La obstruccién a la exactitud de d0 y de a se debe a la topologia de las variedades
Sty R\ {(0,0)}, que no son simplemente conexos.

Resulta que se puede mostrar “cerrada = exacta” para variedades contractibles:
eso el llamado Lema de Poincaré. Aqui se dara una construccion explicita para el caso
M = R", al construir un operador de homotopia h: AX(R™) — AF1(R™).

40



MA-870: Geometria Diferencial 2.5. Clase 14

Se escribe cualquier w € A¥(R™) con coordenadas cartesianas:

W = Z frdx A - A dx', cada f; € CT(R").
1=k

Para cada juego de indices I, se usa el Ejercicio 2.6 para escribir

k
o= Y (1) xdxt A Adxir A - A dat e ARTIRY),
r=1

Se nota que doy = kdx™ A -+ A dxik.

Ahora se define un operador integral Ex_1: C*(R") — C*(R") por

1
B f(0) = [ # (2.45)
E— 0
Es inmediato que
J 'k of of
—(Ex_ = 1t ——(t dt =E[=—=— .
it N = [ Lo = e o
Ahora se define hw € A*¥1(R") por:
ha = ) (Ex-1 fi)or. (2.46)
\I|=k

Un célculo explicito, con ciertas cancelaciones de términos, conduce a
dhw)+ h(dw) = w. (2.48)

Por lo tanto, si dw = 0, entonces se obtiene w = dn al poner 1 := hw.

La férmula algebraica (2.48) dice que / es una “homotopia de cocadenas” en el
lenguaje del dlgebra homoldgica.

» Por dltimo, se nota que es posible escribir 1 como una contraccién, hw = iz(),

donde Q := /01 w ds es otra k-forma y Z es el campo vectorial de Euler:

pIOgS
;. d n . t
Z:=x/ Ep% € X(R"), cuyoflujoes pi(x)=e'x. (2.50)
X

Un célculo explicito muestra que (2.48) es un caso particular de la identidad de Cartan:

d(hw) + h(dw) = d(izQ) + iz(dQ) = £Q = w.
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Sobre la sétima lista de ejercicios

Ejercicio 2.10 Las operaciones grad, rot y div del llamado “andlisis vectorial” en
R3 se pueden expresar como derivadas exteriores de ciertas formas diferenciales. Las
identidades rot(grad f) = 0 y div(rot F) = 0 son instancias de la férmula d(dw) = 0.

Ejercicios 2.11y2.13 Las férmulas algebraicas para df y £Lxa se demuestran con las
mismas tacticas de la demostracién de la Prop. 2.29.

Ejercicios 2.12, 2.14 y 2.15 Las férmulas generales para dw y Lxw (de cualquier
grado) permiten dar una verificaciéon abstracta de la identidad de Cartan.

Ejercicios 2.16, 2.17 y 2.19 Se debe comprobar varias propiedades algebraicas de
contracciones y derivadas de Lie.

Ejercicio 2.18 La divergencia div X de un campo vectorial X resulta ser una opera-
cién secundaria del calculo; aqui se indica su relaciéon con derivadas de Lie.

Sobre la octava lista de ejercicios

Ejercicios 2.21 y 2.22 Sobre un grupo de Lie, los campos vectoriales invariantes van
acompafiados de 1-formas invariantes. Aqui se encuentran dos férmulas ttiles para
las derivadas exteriores de esas 1-formas invariantes.

Ejercicios 2.24 y 2.25 Una variedad simpléctica (M, w) es una variedad diferencial M
dotado de una 2-forma w que es cerrada (dw = 0) y no degenerada. Esto establece
una correspondencia bitinivoca entre campos vectoriales y 1-formas sobre M.

Ejercicio 2.27 En una variedad simpléctica (M, w), los campos vectoriales que co-
rresponden con 1-formas exactas se llaman campos vectoriales hamiltonianos. Este ejer-
cicio explora algunos férmulas notables para estos y otros campos.

Ejercicio 2.28, 2.29 y 2.30 En una variedad simpléctica (M, w), se puede definir el
corchete de Poisson { f, g} de dos funciones suaves f, g. Bajo este corchete, C*(M) tiene
la estructura de un algebra de Lie (infinitodimensional).

Ejercicio 2.31 La integrabilidad de cierto sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales de primer orden se verifica mediante un uso astuto del Lema de Poincaré.
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3 Comentarios sobre las clases de MA-870, parte 3

Este es un guién informal que acompana las clases “virtuales” de MA-870, Geo-
metria Diferencial, en el segundo semestre del 2020, a causa de la suspensién de clases
presenciales.

3.1. Clase 15

Esta es la clase virtual del 5 de octubre del 2020. Su tematica comprende la seccién
§ 3.1: Variedades orientables.

Variedades orientables

Después de haber visto el panorama del “célculo diferencial” en variedades con di-
versas operaciones sobre formas diferenciales, es hora de enfocar el “calculo integral”.
Se trata de construir una teoria de integracion en variedades que permite generalizar
los teoremas clasicos de Green, Gauss y Stokes. (No es necesario preocuparnos sobre
detalles de la teoria de medida: es cuestién de importar a las cartas de cada variedad
diferencial la medida de Lebesgue sobre abiertos de R".)

El asunto que queda por resolver es signo de una determinada integral. Por ejem-
plo, en dimensién 1, la integral de Riemann cumple la férmula:

a b
[ rovae== [ s (3:)

para f: [a,b] — R continua. Esto dice que la regién de integracién es el intervalo
[a,b]:={teR:a<t<b} obien [ba]l:={teR:b>t>a},

con el convenio de signos

[br a] = - [(1, b]/

H)dt = — t)dt.
/W]f( ) /Mf( )

Moraleja: se debe asignar una orientacion a la region (o intervalo) de integracién.

que permite escribir

En R", el “elemento de volumen” en integrales multiples es la n-forma
vi=dx Adx? A Adx”. (3-2)

Fijese que un cambio de variables x! <> x? lo convierte en —v.
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La Defn. 3.1 dice que una variedad M con dim M = n es orientable si hay una
n-forma v € A"(M) que no se anula. Una tal v es una forma de volumen.

Este “no se anula” significa una de dos cosas equivalentes:

¢ Para todo p € M, vy, # 0 en A"T;M. (Una n-forma es una seccién del fibrado

vectorial A"T*M — M, de rango uno.)

¢ Hay una atlas de M tal que, en cada carta local conexa (U, 0), se puede escribir

viy = f(x)dx' A--- Adx™ con f(x)> 0paratodo x € U.

Las Props. 3.3y 3.6 dicen que M es orientable (hay v € A"(M) que no se anula) si
y solo si M posee una atlas cuyas funciones de transicién

qbﬁ o qf);ll qba(ua N Uﬁ) - Qbﬁ(ua N Uﬁ)

todas tienen jacobianos positivos.

» Prop. 3.3 =: Dada una forma de volumen v y dos cartas locales conexas (U, ¢)
y (V, 1), en el abierto U NV se cumple:

a i
J(od) = det[a—zj] € R = (=00, 0) W (0, +00). (3.3)

Ahora v|y = fdx' A--- Adx", con f(x) > 0 en U o bien f(x) < 0 en U, por ser
U conexo. En el segundo caso, se puede una reflexion

2

p(axt, x?, .. x") = (=xb, a2, x")

y cambiar (U, ¢) por (U,p o ¢) y f(x) por —f(x). Entonces se puede suponer que
f(x)>0enU.

De igual manera, se puede suponer que v|y = hdy' A--- Ady" con h(y) > 0en V.

En la interseccion U NV, vale
Ayt Ao Ady" =T o d Hdxt Ao Adx”, (3-4)
asique J( o 07 Y) = f/h > 0en U NV, como se queria. O
» El Ejemplo 3.4 recuerda el plano proyectivo real RP?, que tiene un atlas de tres
cartas conexas, pero cada interseccion U NV es disconexa! Tipicamente,
o N)={yeR*:y'>0}w{yeR?:y' <0}

es la unién de dos semiplanos abiertos; y J(¢2 o ¢71) = —(y')™>
en un semiplano y negativo en el otro.

# 0, pero es positivo

Consecuencia: la variedad RIP? no es orientable.
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» Prop. 3.6 &: Dada un atlas {(U,, ¢)} de M cuyas funciones de transicién si
tienen jacobianos positivos, hay que armar una forma de volumen v al “pegar” mini-
formas de volumen en cada carta. Esto se realiza con una particién de la unidad {#,}
(de la Defn. 3.5):

¢ Cada hy: M — R essuave, con 0 < h, < 1, ysop(hy) C U,.

o El cubrimiento abierto {U,} de M es localmente finito: para cada p € M, hay un
vecindario W de p tal que W N U, # 0 solo para un ntiimero finito de los a.

o Se cumple }}, h,(g) = 1 para todo g € M. (Estas son sumas finitas!)
Las particiones de la unidad existen porque M es metrizable (y por ende, “para-
compacto”). Los h, son suaves pues se construyen con el algoritmo de la seccién 1.2.

Ahora se define una n-forma v(,), para cada carta local, por

V(a) U, = hadxi/\--‘/\dxg; 0,

V(o] M\U, T
y la forma de volumen deseada es su suma (localmente finita):
V= Z V(a)
acA

con las expresiones locales:
vy, =(ha + > g (g0 ¢;1>) dxk A~ A dx.
B#a

Como J(¢p o ;') > 0 en U, N Ug, la funcion coeficiente es positiva en U, (aqui se
usa la relacién }; , h, = 1), asi que v no se anula.

3.2. Clase 16

Esta es la clase virtual del 8 de octubre del 2020. Su tematica comprende las sec-
ciones § 3.1: Variedades orientables y § 3.2: Integrales de n-formas.

Mas sobre variedades orientables

En la clase anterior, se defini6é una variedad orientable (M, v) como una variedad
diferencial M dotado de una forma diferencial v, de grado maximo 7, que no se anula
en M. Se mostré que esto es equivalente a la existencia de un atlas de M en donde
todas las funciones de transicién tienen jacobianos positivos. En adelante, se asumira
que el atlas de una variedad orientable siempre tiene esa propiedad.
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Qué pasa si hay otra n-forma u € A"(M) queno se anula? El Corolario 3.7 establece
que u = hv donde h es una funcién suave que no se anula.

Esto se ve al expresar u y v localmente, con respecto a una carta local (U, ¢), como
vig = fudx A-ondx",  ulu=gudxt Ao Adx”,

y al colocar h := g/ fu en C*(U); bien definida en U porque fy; no se anula, y sin
valores ceros porque gy no se anula.

Pero si (V, ) es otra carta, de igual manera se define 1 := gy /fy en C*(V). Para
que eso sea consistente, hay que recordar las férmulas de cambio de variable para
n-formas:

fr=ful@ed™) y gv=gu]@odp™) enlUNV.
Entonces el cociente h := g/f no es ambigua.

Sila variedad M es conexa, la funciéon h € C*(M) no cambia de signo. Se dice que
p~vsiu=hvconh > 0entodo M. Esta es una relaciéon de equivalencia entre
formas de volumen. La clase [v] se llama la orientacion de (M, v); la clase [—v] es la
orientacion opuesta.

» El Lema 3.11 ofrece un criterio para determinar si una subvariedad N de M es
también orientable. Es aplicable al caso en donde dim N = n — 1; si hay una campo
vectorial X € X(M) tal que X, ¢ T,N para p € N, entonces N es orientable.

Es necesario ser menos informal: en términos de la inclusién j: N < M, se exige
que X, ¢ T,j(T,N) para todo p € N; la forma de volumen para N entonces es j*(ixV).

El Ejemplo 3.12 aplica el Criterio al la esfera S"~! < R" (de codimensién 1). El

campo de vectorial de Euler Z := x* a =%, ya visto, cumple el requisito; luego,

0= j*(izv) € ATH(S"TY) (3.5b)

es la forma de volumen de la esfera (para S?> < R3, ¢ se llama la forma de drea). El
Ejercicio 2.6 exhibe la férmula explicita para o.

Integrales de n-formas

En un abierto V C R”, la integral de una n-forma wo = f dx! A --- A dx" se define
como la integral iterada usual:

/a)oz/~--/f(x1,...,x")dx1/\dxz/\---/\dx”. (3.6)
1% 1%
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Dada una variedad orientada (M, v), esa definicién es aplicable en una carta local
(U, ). Si w € A*(M), se puede transferir el calculo al abierto ¢(U) de R", porque
wly = fdx' A--- Adx™ = p*wp conlleva la definicion:

/a)=/(f)*a)o I:/ wo = f(xll---,xn)dxl/\"'/\dxn' (3-7)
u u o(U) P(U)

De nuevo, se requiere la consistencia de esta férmula bajo un cambio de cartas
locales. En otra carta (V, ) con U NV # 0, en donde

a)|um/:f(xl,...,x”)dxl/\---/\dx" :g(yll,“,y")dyl/\.../\dyn,

es necesario (y después, suficiente) que

/ f(xl,...,x”)dxl/\---/\dxnz/ g, ..,y dyt A Ady". (3.8)
pUNY) YUuNv)

Ahora, ya sabemos que la férmula de cambio de variable para n-formas es:

<(y) dyl A ANdy" =g(Wo qZ)_l(x))](gb o qb_l)(x) dxl Ao Adx™,

La funcién de x a la derecha es f(x). Entonces el requisito es que

/ gy A Ady" = / sWod™ (W) J(Wod ™)) dx A AdxX". (39)
puny) Huy)

Pero no es més que la férmula bien conocida de cambio de variable en integrales
miltiples en R", precisamente porque J (¢ o ¢~ 1)(x) > 0.

» Para pasar de la férmula local (3.7) a una férmula global, se usa una particion de
la unidad {h,}, subordinada al atlas de M. [Se verifica )}, hy, = 1y sop(h,) C U,.]
Entonces se define, simplemente:

/M 0= /u (o).

La Proposicién 3.16 dice que esta integral de n-formas es compatible con pull-
backs: dadas (M, v) y (N, p) orientadas con dim M = dim N = n y un difeomorfismo
7: M — N que cumple t°p ~ v —esto es, T* preserva la orientacién — entonces

/T*n:/n paratodo 7€ A"(N). (3.10)
M N

Al examinar las definiciones, la igualdad (3.10) se reduce, una vez més, a la for-
mula (3.9) de cambio de variables con jacobianos positivos.
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3.3. Clase 17

Esta esla clase virtual del 12 de octubre del 2020. Su tematica comprende la seccién
§ 3.3: Variedades orientables.

Simplices y cadenas

Esta es una seccién preparatoria, antes de abordar integrales de formas diferen-
ciales de grado menor que la dimensién de la variedad. El problema principal no son
los integrandos (k-formas con k < n), sino las “regiones de integracién”. Se requiere
una descripcién concreta, pero general, del dominio de la integral en cada caso.

Es tradicional construir integrales de varias variables sobre regionales rectangula-
res o cuboidales; pero resulta més flexible empezar con tridngulos o tetraedros. Para
empezar, conviene revisar el dlgebra de esas regiones de R".

Un conjunto C € R" es conexo si incluye el segmento [po, p1] que une cada par de
puntos po, p1 € C. Ese segmento es

[po,p1l :={Q-t)po+tp1:0<t <1}
={topo+tip1:to+t1=1,t9 >0, t >0}

De modo similar, el triangulo con vértices po, p1, p2 es
[po, p1,p2] .= {topo + tip1 + tap2 s to+t1 +t2 =1; cadat; > 0}.
Dados (k + 1) puntos po, p1, - - -, px € R", su envoltura convexa es:
[po,p1,---, pi] == {topo+tip1 +-- -+ tkpr s to+ 1+ -+t =1, cadat; > 0}.

Para evitar casos degenerados, se pide que esos puntos sean afinmente independientes:
esto significa que los k vectores p1 — po, p2 = po, - .., Pk — po sean linealmente indepen-
dientes. (Obviamente, eso exige k < n).

Cuando los puntos po, p1, . . ., px son afinmente independientes y estan dados en
orden, se usa el sinénimo

A(po, - - -, pr) = [po, p1,-- -, pxl
y este es un k-simplice (en R", con n > k). El caso particular es el k-simplice estindar

A= A0, e1,. .., ex). (3.12)
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Figura 3.4: Los simplices estdndares AY, Al, A2, A3

La Defn 3.19 introduce sumas formales de k-simplices en R" (con coeficientes en Z):
C =aj01+---+a,0,. Estas k-cadenas simpliciales forman un grupo abeliano llamado
Sp(R™).

El borde de C es una (k — 1)-cadena simplicial JC € Si_1(R"). La operacién de
borde d es aditiva; el borde de ¢ = A(po, ..., px) es

k
do = Z(—l)] Apo, .- Pjr---rPK)- (3.13)
j=0
Por ejemplo, el borde del 1-simplice A(po, p1) es la 0-cadena
dA(po, p1) = Alp1) — Alpo),

esto es, dos puntos dotados de signos opuestos. Nétese que dA(p1, po) = —9dA(po, p1);
ese cambio de signo se indice por una flecha (de pg a p1) en la Figura 3.1.

p2
— +
*— e
po p1 Po p1

Figura 3.1: Un 1-simplice y un 2-simplice con sus bordes

El 2-simplice A(po, p1, p2) tiene borde:

dA(po, p1, p2) = A(p1, p2) — Apo, p2) + A(po, p1)
= A(p1, p2) + A(p2, po) + A(po, p1). (3-14)
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La férmula algebraica méds importante para cadenas y bordes es el Lema 3.23: un
borde no tiene borde propio. O bien, de manera menos elegante: el borde de un borde es
cero: d(dC) = 0 en Sk_p(R").

Para el caso de un k-simplice 0 = A(py, ..., pk), la prueba es una cancelacion de
signos sencilla pero muy importante:

k
9(Jo) = Z(—n]’aA(po, B, PE)

j=0
= > D Ao, P B R
i<j
+ D )T Ao, B P PE)
i>j
= Y ()™ + )T Ao, B B pR) = 0,
i<j

El borde del k-simplice esténdar A¥ es una suma alternada de sus facetas:
k
k _ 1V ck(AK-1
oA = ZO( 1 s(aF), (3:172)
]:

donde cada s ;‘ : RF! — R¥ es una aplicacién afin que lleva A¥~! en la faceta #j de A*.

» Después de estas preparaciones, se define un k-simplice singular en una variedad
M como la imagen de una funcién suave g: A¥ — M.

(Para poder usar funciones suaves, se debe ampliar el dominio A* a vecindario
abierto V de A* en R", de modo que o: V — M sea suave.)

Una k-cadenasingularen M es una suma finita formal ¢ = }}7_; a;0; de k-simplices

singulares, pero esta vez con coeficientes reales a; € R. Ellas forman un espacio R-
vectorial Sx(M, R).

El borde del k-simplice singular 0: A¥ — M es nuevamente una suma alternada
de sus facetas:

k
do = Z(—l)j oo s]].C AT S M (3.18)
j=0
que viene directamente de la férmula (3.17a). Esto se extiende a una aplicacién lineal
d: Sk(M, R) = Sk-1(M, R) que cumple d(dc) = 0, por el mismo célculo anterior.
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3.4. Clase 18

Esta es la clase virtual del 15 de octubre del 2020. Su tematica comprende las sec-
ciones § 3.3: Simplices y cadenas y § 3.4: El teorema de Stokes.
Cadenas singulares

Se ha introducido el k-simplice estandar A* := A(0, ey, ..., ex) en R" (si k < n).Su

borde dA* es una suma alternada de (k — 1)-simplices:

k-1
AN = Aley, ..., ex) + Z(—U]’ AO,ei,...,e,... ex) + (-1)FA (3.16)
j=1

Se defini6 un k-simplice singular en una variedad diferencial M como la imagen
de una funcién suave g: AF¥ —» M.

Aquio: V — M es suave en algtin abierto V con AF ¢ V € R

La férmula (3.16) se transfiere a simplices singulares para definir el borde do.

El espacio vectorial Sx(M, R) de k-cadenas singulares es generado por los simplices
singulares o. El borde define una aplicacién lineal d: Si(M, R) — Sk_1(M, R).

Por un célculo explicito, se vio que d(dAF) = 0 por cancelacién de términos. Esta
férmula también es transferible a cadenas singulares (Lema 3.26):

c€SM,R) = d(dc)=0 en Sro(M,R).
Esto permite identificar dos subespacios especiales de k-cadenas:

Zy(M,R):={ceSy(M,R):dc=0} (k-ciclos singulares),
Bx(M,R):={db:b € Sx:1(M,R)} (k-bordes singulares).

Ahoradod =0 = Bx(M,R) € Zx(M, R). El espacio R-vectorial cociente
Hi(M, R) := Zi(M, R)/Bk(M, R)

es la homologia singular real en grado k de la variedad M.

Los espacios Sx(M, R) y estos d forma un complejo de espacios vectoriales:

d d d d d P
cor— 551 (M, R) — Sy (M, R) — S (M, R) — - - - —> So(M, R) — 0.
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Figura 3.2: Una triangulacién de la esfera S?

En el Ejemplo 3.28, se indica cémo calcular la homologia singular de la esfera S2.
Con el ecuador y dos meridianos, se divide S? en 8 tridngulos esféricos cuyos arcos
fronterizos cancelan de dos en dos. Su suma formal es una cadena c sin borde, dc = 0,
asf que ¢ € Z»(S?, R). Resulta que By(S?,R) = {0} y entonces [c] # 0 en Hp(S?, R).

Este es el primer paso de un calculo de la topologia algebraica, que produce:
Hy(S?,R)=R,  Hi(S’,R)=0,  Hy(S*}R)=R.

La Defn. 3.29 introduce la integral de una k-forma w € A¥(M) sobre un k-simplice
singular 0: A¥ — M en una variedad diferencial M, por un sencillo pullback:

/Ga) = Ak ow. (3.20a)

Sic*w = g(xl, oo, x5y dxt Ao A dx¥ en un vecindario de A¥, el lado derecho es

1 pl-xk 1—x2——xk
/ o'w = / / / g(xt, ... xRy dxt Ao AdxF T A dxk. (3.20D)
Ak 0o Jo 0

En seguida, se extiende la integral por R-linealidad a cadenas singulares:

r r
c=Ymo = [o=Y0 [ o
i=1 ¢ i=1 gi

La dificultad presente en esta clase de integrales no son las evaluaciones (3.20b),
sino la identificacién de unas cadenas singulares como dominios de integracién.

En una superficie cerrada como S?, se busca un 2-ciclo c apropiado. Sidim M = n,
se trata de cubrir M por un n-ciclo conveniente. Este proceso se llama una triangulacion
de M. Es sabido que cada variedad diferencial compacta admite una triangulacién.
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El teorema de Stokes

En el calculo de varias variables, se descubren varios teoremas nombrados por
George Green, Carl Friedrich Gauss y George Gabriel Stokes. Hoy en dia, el teorema
que cubre todos estos casos se denomina el teorema de Stokes y se resume en la siguiente

férmula (Teorema 3.30):
/ n= / dn. (3.21)
dc c

Aqui M es una variedad diferencial, los integrandos son € A*1(M) y luego
dn € A¥(M), mientras las “regiones” son una k-cadena singular ¢ € Sg(M,R) y su
borde dc € Sx_1(M, R).

Entonces se trata de empatar una integral de grado (k — 1) al lado izquierdo con
una integral de grado k al lado derecho. El caso més basico, con k = 1, es el llamado
teorema fundamental del cdlculo, descubierto por Newton en 1666:

b
F(b) - F(a) = / F/(t) dt.

De hecho, la prueba general de (3.21) se reduce al TFC, como ahora veremos.

En primer lugar, los dos lados de (3.21) son lineales en c; luego, basta tomar ¢ = o,
un k-simplice singular. Se debe mostrar que

[ o= [ an= [ . (.22

En segundo lugar, los expresiones de (3.22) son lineales en 7; basta ver el caso donde
0" tiene un solo sumando:

o'n=g(xl, ..., xF)dxt Ao A dxFL

La derivada exterior de esta (k — 1)-forma es la k-forma
d
g*(dn)=d(c™n) = a_gk(xl’ o xEydxE A dxt A A dxRL (3.23)
X
El primer sumando de la férmula (3.16) para JAF es
Aet, ..., e)={ (!, .. x* 11— z L)t Ry e AL

La proyeccién de A(ey, . . ., ex) sobre el hiperplano x* = 0 es A*~!; véase la Figura 3.4.

Las otras facetas de AF quedan en los hiperplanos x/ = 0, paraj=1,..., k.

53



MA-870: Geometria Diferencial 3.4. Clase 18

Ahora la demostracion del caso bésico del teorema de Stokes:

/a*(dn)=/ o'n
Ag IAg

se reduce al siguiente calculo explicito:

/ *(dn) G2 k(x xSy dxE A dxt A A dxET
Ag Ay dx

k-1

320)//1x /1x—"-—x 3g(x1 Xydxk A dxt A A dxkT
ETLCARY

: / (g(x k 1 11— Z x]) g(x k_l,O)) dxl Ao A dxk—l
Ak-1

© / gt o, xRy dxt A A dak
A(ey,...,ex)

—(=)k1? /A( )g(xl, o, X At A A dxRT
ei,...,ex_1,0

(:C)/ g(xl,...,xk)dxl/\---/\dxk_l:/ a'n.
aAk,l aAkfl

Las tres igualdades (a), (b), (c) se justifican como sigue:
(a) Este es el teorema fundamental del célculo, en la variable x*.

(b) Al ajustar el tltimo argumento de la funcién g a x¥, el simplice AF~! se muda
en A(eq, ..., ex) en el hiperplano x4 xk=1; y en el hiperplano xk =0se
permuta A¥1 = A0, ey, ..., ex—1) en (-1)*1A(ey, ..., ex_1,0).

(c) Las integrales de g(x!,...,x*)dx! A--- A dx*~! enlos otros hiperplanos x! = 0,
x2=0,...,x1 =0 son nulas, porque x/ =0 = dxJ = 0. Entonces la cadena

de integracién es dAi_1, por (3.16).

Sobre la novena lista de ejercicios

Ejercicio 3.3 Elespacio proyectivo real RP"~! se obtiene de la esfera S"~! al identifi-
car puntos antipodales. Esta variedad es orientable si y solo si su dimensién (1 —1) es
impar. Eso de demuestra usando un pullback de formas de volumen sobre la esfera.

Ejercicio 3.4 Aqui se comprueba que la integral de una n-forma sobre una variedad
orientada no depende de la particién de la unidad empleada para definirla.
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Ejercicio 3.5 Si (M, v) es una variedad orientada y conexa, se denota por —M la
misma variedad con la orientacién opuesta. El paso de v a —v cambia el signo de
la integral, y asi se justifica la férmula f_ M@ =" fM w para cualquier n-forma w
sobre M.

3.5. Clase 19
Esta es la clase virtual del 19 de octubre del 2020. Su temaética comprende la se-

gunda parte de la seccién § 3.4: EI teorema de Stokes.

Un par de teoremas clasicos

Una integral de linea de una funcién vectorial sobre una curva y: [a,b] — R" se
define mediante una parametrizacion explicita de y:

b
F-dr:= | E(y®)-v'(t)dt.
/V ri= [ R0y

Este es equivalente a la definicién de una 1-forma por pullback:

/Fjdxj ::/ y*(F]-dxj).
14 [a,b]

El integrando es una 1-forma exacta, Fj dx/ = dv, si F posee una “funcién potencial”
v, estoes, Fj = dv/ dx/ para cada j; en cuyo caso, el TFC demuestra que

/VF ~dr = /ydv = /8y v =o(y(b)) — v(y(a)).

El Ejemplo 3.22 menciona la famosa férmula atribuido a George Green:

%de+Qdy //(8_@_8_P) dx A dy. (3-24)

Aqui R es una region del plano R? y C es su borde, el cual es un 1-ciclo orientado con
un sentido de recorrido especifico, obtenido de una triangulacién de R; brevemente,
C :=dR. Si se define a := P dx + Q dy, esta férmula se reduce a la igualdad:

/ ozz/doc.
IR R
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Cohomologia de de Rham

La derivacién exterior d: A*(M) — A*1(M), con su propiedad d o d = 0, define
un complejo de cocadenas:

d d d
0-5 A0 -5 AtV -5 - 25 A o) -5 an vy <5 o, (3.25)

Esto es similar al complejo de cadenas singulares, pero “en la direccién contraria”.
Aqui las k-formas cerradas son k-cociclos y las k-formas exactas son k-cobordes:

zb M) ={we AXM):do =0},  BL(M):={dn:ne A (M)}

La relacién d(dn) = 0 dice que BSR(M) <Z SR(M). Los espacios vectoriales cocientes
forman la cohomologia de de Rham de M:

HY(M) == ZE (M) /BE (M) para k=0,1,...,n. (3.26)

El teorema de Georges de Rham establece que esta cohomologia es isomorfo al dual
de la homologia singular real, grado por grado:

HgR(M) ~ Hi(M,R)" paracada k=0,1,...,n.

La dualidad viene de la integracién de k-formas sobre k-cadenas, limitado a la
integracion de k-formas cerradas sobre k-ciclos:

(c,w) /a) : Zik(M, R) x ZE (M) > R.

Sic = db obien w = dn, el teorema de Stokes muestra que esta integral es 0. Entonces
esta forma bilineal pasa al cociente:!

([c], [w]) = /a) : Hi(M, R) x HsR(M) — R. (3.27)

Para muchas variedades diferenciales, los espacios R-vectoriales H gR(M ) son finito-
dimensionales. Sus dimensiones se llaman niimeros de Betti de M:

bx = bx(M) := dimpg HﬁR(M) para k=0,1,...,n. (3-28)

Los by = dim Hx(M, R) son invariantes topoldgicos de M.

'El teorema de de Rham consiste en mostrar que (3.27) es una forma bilineal no degenerada.
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El Ejemplo 3.36 calcula los nimeros de Betti del circulo S*.

En primer lugar, una funcién suave f: S' — R tal que df = 0 es localmente cons-
tante, luego constante porque S! es conexo. Entonces HgR(Sl) = ZgR(Sl) =Ryby=1.

En segundo lugar, hay una 1-forma a € A}(S!) que no se anula. En el circulo
x% + y? =1, se define

1 1
0‘|{x¢0} = X dy, a|{y¢0} = _y dx,
d d(x? + y?
notando que 7y + d?x = (XTy}/) = 0 aparte de (+1,0) y (0, £1). Ademas, a no es

exacta: si fuera a = dg con g € C*(S'), serfa a, = (dg), = 0 en el punto p donde g
alcanza su méaximo valor. Conclusién: [¢] # 0 en HcllR(Sl).

Con la coordenada local 6, se ve que @ = d6. Con el uso de la integral sobre S?,
se establece que H}(S') = R. En fin, by = by = 1 para S'.

Variedades con borde

El teorema de Stokes tiene una versién importante para variedades con borde. Estas
estdn modeladas no sobre R" sino sobre el semiespacio cerrado

H" :={x=(x!...,x")eR": x" >0}, (3-29)
cuya frontera es el hiperplano {x" = 0} = R""L.

El borde M de una variedad con borde M es la parte (cerrada) de M dada por
x" = 0 enla preimagen de cualquier carta local. Este M es una variedad “ordinaria”
de dimensién n — 1.

Una variedad con borde es orientable si posee un atlas (modelado sobre H") con
jacobianos positivos para sus funciones de transicion.

La Prop. 3.40 establece que una orientacién sobre M induce una orientacién com-
patible sobre JM.

El teorema de Stokes generalizado (Tma. 3.43) dice lo siguiente: si M es orientada
y compacta y si j: JM < M es la inclusién, entonces para cada w € A""(M) esta

férmula es vélida:
/ Jw= / dw. (3.31)
oM M

En particular, si M es una variedad orientada y compacta “ordinaria” (sin borde),
entonces w € A" (M) = fM dw = 0.
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Sobre la décima lista de ejercicios

Ejercicios 3.6 y 3.7 Aqui se usa el teorema de Green para calcular dreas de regiones
planas mediante integrales de linea.

Ejercicio 3.8 Los valores de una funcién armoénica en una regién plana dependen
solamente de sus valores en la frontera de la regién. En particular, una funcién armé-
nica que se anula en la frontera es idénticamente cero en toda la region. Este teorema
puede demostrarse de varias maneras (la propiedad de valor medio de funciones
armonicas, la resolucién de un problema de Dirichlet, etc.) —aqui se pide una demos-
tracion a partir del teorema de Stokes.

Ejercicio 3.10 El teorema de Stokes establece una relaciéon entre la medida de una
esfera y el volumen de la bola que la esfera encierra, en cualquier dimensién n. Com-
binado con un argumento de induccién sobre 7, esto permite hallar la medida de la
esfera en cualquier dimensioén.
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4 Comentarios sobre las clases de MA-870, parte 4

Este es un guién informal que acompana las clases “virtuales” de MA-870, Geo-
metria Diferencial, en el segundo semestre del 2020, a causa de la suspensién de clases
presenciales.

4.1. Clase 21

Esta es la clase virtual del 26 de octubre del 2020. Su tematica comprende la seccion
§ 4.1: Transporte paralelo y conexiones afines.

Transporte paralelo y conexiones afines

Este capitulo introduce una familia de estructuras que no son puramente tenso-
riales; sin embargo, aportan informacién geométrica importante. Como ejemplo mo-
tivante, considérese la derivada direccional de un campo vectorial Y sobre R" en la
direccién de otro campo vectorial X. Esta no es la derivada de Lie £xY = [X, Y]. Si
Y = b¥ 9/dx* € X(R"), se puede poner

d
— k
Es facil comprobar que
Dfxy = f DxY pero Dx(fY) = (Xf)Y + f DxY.

Debido al término (X f)Y en la segunda igualdad, la asignacién (X, Y) + DxY no es
un tensor, es decir, no es C*®(M)-lineal en las dos variables.

La dificultad esencial es esta: para poder derivar el campo vectorial, es necesario
Y comparar dos vectores Y, € T, M y Y, € T;M, pero no hay una manera canénica de
identificar T,M con T, M.

No obstante, si hubiera una familia de isomorfismos lineales (Defn. 4.1):
Wop: M = T,M, compatiblesentresi: W,, =W, oW, ,,

se podria comparar W, ;(Y;) con Y, en el espacio tangente T, M.

La tarea de buscar esta regla de transporte paralelo W no tiene una solucién obvia. A
veces se puede encontrar una regla parcial para los puntos de una curva y: I — M.
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X()  X(t+h) X(t +h)

y(£) yie+h

Figura 4.1: Transporte paralelo de vectores

Entonces se puede definir la derivada de X(t) := X, ;) en p = y(t), como queda
ilustrada en la Figura 4.1.

No es posible definir la “diferencia” X(t + h) — X(t) porque los dos vectores X(t),
X(t + h) pertenecen a espacios vectoriales diferentes. Pero si X (¢ + 1) es una “copia
paralela” de X(t + h) en el espacio tangente T,,;)M, se puede definir:

DX 1

Esta definicién permite comprobar que DX /Dt(t) = O parat € I siy solo sila funcién
t + h = X(t + h)|| es constante: el campo vectorial X es paralelo a lo largo de y.

» Para formalizar estas ideas intuitivas, se introduce (Defn. 4.3) una conexién afin
sobre M. Esta es una aplicacién R-bilineal

V:X(M)XX(M) - X(M): (X,Y) —> VxY
que cumple, para todo f € C*(M),
VixY = fVXY,  Vx(fY) = (Xf)Y + f VxY, (4.3)

analogamente a la derivada direccional DxY en el caso M = R".

Dada una conexién afin V y una curva suave y: I — M, la férmula (4.2) se sim-
plifica en la derivada covariante de X a lo largo de y, que se define como

DX
ﬁ(t) = V;,(t) X. (44)

Para apreciar las posibilidades para V en coordenadas locales, abreviamos d; =
d/dx/. En una carta local (U, ¢»), V obedece

Vj,0j = l“:.‘j di para i,j=1,...,n. (4.6)

Las funciones Tf.‘]. € C*(U) son los simbolos de Christoffel de V en la carta (U, ¢).
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1~En otra carta local (V,¢), al abreviar ér = d/dy’, se obtiene del mismo modo
V5 ds = I, d;. En la interseccién U NV, la férmula de cambio de variable es

= dx' dxf dy! ok ?xl dyt

9y dys dxk U dyTys gxl 47)

Las derivadas de segundo orden sefialan que los l“f.‘]. no son componentes de un tensor.

Sin embargo, si V' es otra conexién afin, resulta que V — V' si es un tensor — mixto,

de bigrado (2, 1) — porque las diferencias C lk] = Ff.‘]. — F:;‘ transforman asi:

Ct. = E ox/ a_ytck,.
dy" dys dxk Y

Conclusion: basta encontrar una solo conexiéon afin V’ sobre M; las otras estan dadas
por V:=V' +(V-V’), al sumar un tensor apropiado a V'.

y(t) =yt +h) ,
y(t+h)
-0 y(t +h)

Figura 4.2: Una geodésica: los vectores y(t) son paralelos a lo largo de y

» Dada una conexién afin V, una curva y: I — M es una geodésica (con respecto
a V) si es paralela a la largo de si misma; esto es, si

Vyy =0. (4.5)

La Prop. 4.6 muestra que los componentes locales y* := x¥ o  de y cumplen estas
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden:

a2yt dy' dy

Esto significa que las geodésicas t — y(t) estdn determinadas por sus posiciones y
velocidades iniciales:

p=y0) y v=y(0),

al menos para —¢ < t < ¢ (intervalo de existencia y unicidad de las soluciones).
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4.2. Clase 22

Esta es la clase virtual del 29 de octubre del 2020. Su tematica comprende las sec-
ciones § 4.1: Transporte paralelo y conexiones afines y § 4.2: Métricas riemannianas.
Conexiones de Koszul

En la clase anterior, se introdujo el concepto de una conexién afin, la cual es una
aplicacién R-bilineal V sobre X(M) X X(M), con valores VxY € X(M). Este objeto es
tensorial (o sea, C*(M)-lineal) en X, pero no en Y. Se expresa localmente mediante
unos “simbolos de Christoffel” FZ e C*(U), que transforman de una manera compli-
cada bajo un cambio de cartas locales.

Para entenderlo mejor, es titil ampliar los horizontes mediante una generalizacion
que reemplaza Y € X(M) = I'(M,TM) por una secciéon suave s € I'(M,E) de un
fibrado vectorial méas general que el fibrado tangente.

Sea E — M un fibrado vectorial sobre M. Una conexién sobre E es una aplicacién
V:X(M)XT(M,E) = T(M,E): (X,s) — Vys
que cumple las propiedades andlogas a una conexién afin:

Vixs = f Vxs, Vx(fs) =(Xf)s + f Vxs. (4.9)

Esta generalizacion fue introducido por Jean-Louis Koszul (1921—2018) en su tesis
doctoral (1950).

Un primer ejemplo emplea el fibrado cotangente T*M SM, cuyas secciones son 1-
formas: A'(M) = T(M, T*M), Dada una conexi6n afin V (la palabra “afin” es asociada
al caso E = TM, ya visto), se define una conexién dual

V' (M) x A M) — AY (M)
mediante la siguiente férmula — que es una regla de Leibniz ** - con a € A(M):
X({a,Y)) = (Via,Y) +{a, VxY). (4.10)

Aqui(a,Y) = a(Y) € C*(M); los tres términos son funciones en C*(M). Un calculo
facil comprueba que

V}Xa = fVia, Vi(fa)=(Xf)a+ fVia.
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En coordenadas locales, debido a la relacién (dx*, d;) = [[j = k1, 1a conexién dual
V’ usa los mismos simbolos de Christoffel que V, con un cambio de signo:

Vy,0j = rjfj o = V, dx* = —rj.f]. dxl. (4.11)

» Otra notacion que nos va a ser util es la siguiente:
A¥M, E) = AKM) ®cwy T(M, E). (4.12)

Al lado derecho, se ve un producto tensorial sobre C*(M) de dos C*(M)-mdbdulos; se
impone laregla: fw®s =w ® fs paracada f € C*(M).
Los elementos de A¥(M, E) se llaman k-formas con valores en E.

[ Como A¥(M) = T'(M, AKT*M), ellas son secciones de un fibrado vectorial con
fibras A¥ T; M ® E,, usando un producto tensorial ordinario. |

Esta notacién permite “eliminar la X”, resultando una aplicacién R-lineal
V:T(M,E) —» AYM,E): s Vs.
Como X f = df(X), suregla de Leibniz es:
Vx(fs) =(Xf)s + f Vxs para X € X(M) = V(fs)=df ®s+fVs. (4.13)

Métricas riemannianas

Otra estructura geométrica sobre M (que tiene una conexién afin asociada, como
veremos) es la de una métrica riemanniana. Esta es un 2-tensor covariante, simétrica y
definida positiva:

g: X(M) X X(M) — C=(M)

tal que
(X, Y)=¢g(,X), con g(X,X)>0 paraX eX(M)

y g(X,X) =0en C*®(M)solosi X =0en X(M).
Como g es un tensor (esto es, C*°(M)-bilineal), tiene valores puntuales:
Sp: IyM XT,M — R definido por ¢,(Xy,Yy) := ¢(X,Y)(p). (4.14)

Cada g es un producto escalar real sobre T, M.

En cada punto p € M, este producto escalar determina un isomorfismo lineal
T,M =~ T;M por la receta usual.
Globalmente, ¢ define un isomorfismo de C*(M)-médulos entre X(M) y AL(M).
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» Esta correspondencia se exhibe en dos isomorfismos musicales:
X € X(M) — X" e AMM),  a €AY M) — af € X(M),
definidas por las recetas reciprocas:
X'(Y):=g(X,Y),  gla!,¥):=a(y). (4.15)

Debe ser evidente que (X=X y (af) = q.

Otra manera de usar estos isomorfismos es la de convertir el 2-tensor covariante
¢ en un 2-tensor contravariante, apodado ¢~: AY(M) x AL(M) — C®(M), asf:

g N, B) = glat, ).

Por qué g~1? En un carta local (U, ¢), ¢|u se expresa con una matriz invertible de
funciones [g;;]; y ¢ !y tiene otra matriz [¢"*]. Ambas matrices se definen asf:

gij =80, ¢ =g \(dx', dx?). (4.16)

No es dificil comprobar que [¢"*] es la matriz inversa de [g;;].

Las férmulas locales generales para gy ¢! son:

g(f' 0, Waj)=gii f'W, g Ha,dx", bsdx®) = g" abs.

Sobre la undécima lista de ejercicios

Ejercicio 4.1 Una conexioén afin determina el transporte paralelo a lo largo de una
curva a través de soluciones (tnicas) de ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ejercicio 4.3 Una funcion exponencial y(t) = e es una geodésica en la variedad
R* = (0, ). Se pide comprobar que esta es la solucién tinica de una ecuacioén geodé-
sica asociada a una cierta conexién afin sobre R*.

Ejercicio 4.4 La derivada direccional ordinaria es una conexién afin en R3. Sobre
una superficie regular en R?, se obtiene una conexién afin al proyectar esa derivada
direccional sobre sus planos tangentes.

Ejercicio 4.5 Se requiere identificar las geodésicas posibles sobre el cilindro recto
circular x? + y? = 1, que es una superficie regular en R3. Dependiendo de su vector
de velocidad inicial, estas geodésicas pueden ser rectas, circulos o hélices.
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4.3. Clase 23

Esta es la clase virtual del 2 de noviembre del 2020. Su temética comprende la
seccion § 4.2: Métricas riemannianas.

Conexiones de Levi-Civita

Hay una conexién afin particular asociada a una métrica riemanniana, determi-
nada por dos condiciones extras: compatibilidad con la métrica y ausencia de torsion.
Vamos a examinar esas dos condiciones para luego comprobar que la conexiéon que
las satisface existe y es tinica.

Una isometria entre dos variedades riemannianas (M, g) y (N, I) es un difeomor-
fismot: M — N talque t'h = g;0sea, h(1.X,7.Y) = g(X,Y) si X,Y € X(M).

Se dice que una conexién afin V sobre M es compatible con la métrica g si su transpor-
te paralelo (a lo largo de curvas en M) es isométrico. Como V determina el transporte
paralelo a través de ciertas ecuaciones diferenciales (Ejercicio 4.1) se puede mostrar
(en un ejercicio futuro) que esta condicién se reduce a

y(H)(8(X,Y)) = g(VynX, Y) + 8(X, Vy»)Y)

para X,Y € X(M)y y: I — M una curva suave cualquiera en M. Luego se puede
reemplazar los vectores tangentes y(t) por Z, € T,M donde p = y(t); y se llega a la
siguiente definicién de compatibilidad:

Z(g(X,Y)) =g(VzX,Y)+ g(X,VzY) (4.17)
para X,Y,Z € X(M).
La torsiéon de una conexioén afin V es la siguiente cantidad:
Tv(X,Y):=VxY-Vy X - [X,Y]. (4.18)

Aqui Ty: X(M) X X(M) — X(M) resulta ser un 2-tensor antisimétrico. Para comprobar
que Ty es efectivamente C*(M)-bilineal, basta hacer el calculo siguiente:

To(fX,Y)=VsxY = Vy(fX) - [fX, Y]
=fVxY-(Yf)X - fVy X - fIX, Y]+ (Yf)X
= fTV(X/ Y)/
donde se ha empleado una férmula ya vista: [f X, Y] = f [X, Y] - (Y f)X.
[ Por cierto, esta férmula es sinénima a Ly(f X) = Ly(f) X + f Ly(X). ]
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Entonces V es libre de torsion si Ty(X,Y) = 0, esto es,
VxY -Vy X =[X,Y] paratodo X,Y € X(M).
En coordenadas locales, esto dice que
V,0j =V, di = (rfj - r;;) I =[0i,9;]1=0
para cada i, j, k. La ausencia de torsién significa que I’f.‘]. = I’;.‘l. .

» LaProp.4.14 muestra que hay una tinica condicién afin V¢ sobre (M, ¢) que cumple
estos dos requisitos: esta es la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica g.
Primero la unicidad: 1a compatibilidad con la métrica (4.17) se escribe tres veces:
Zg(X,Y)=g(Vy X, Y) + g(X,V5Y),
Y g(Z,X) = g(ViZ,X) + (2, Vi X),
Xg(Y,Z)=g(VY,Z) + g(Y, V3. 2).
Al sumar el segundo y el tercero y al restar el primero, queda:
XgY,Z2)+Yg(Z,X)-Zg(X,Y)
=g(VEZ -V3Y,X)+ g(VSZ - V5 X, Y) + (VY + V§ X, Z)
= g([Y, 2], X) + g(IX, Z1,Y) = g(IX, Y], 2) + 28(VyY, Z).  (419)
En la segunda igualdad, se empleo la libertad de torsion (tres veces).

Noétese que V¢ solo aparece en el altimo término. Al despejar g(ViY, Z), queda:

., o . , . g
Esta expresion es C*°(M)-lineal en Z —y asf determina VY.

Para la existencia, el Ejercicio 4.6 pide verificar que esta expresién es también
C*(M)-lineal en X y obedece una regla de Leibniz en Y: luego, V& es una conexion
afin. También se puede chequear que esta V¢ es libre de torsiéon y compatible con g.

En coordenadas locales, los componentes g;; de la métrica deben determinar los
simbolos de Christoffel de V. El Lema 4.16 ofrece la férmula buscada:

F;{j = %gkl(&gﬂ + ajg,'l - azgi]‘). (4~2-1)
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» El Ejemplo 4.17 calcula un caso importante: la esfera S? con su métrica redonda.
En coordenadas esféricas, esta métrica es

g =d6” +sen” 0 do>.

Estas coordenadas locales (6, ¢) excluyen los polos N = e3y S = —e3 de S2. Pero
se puede usar el atlas {(U, (x, y)), (V, (u,v))},conU := S2\ {N}y V := $?\ {S}. Hay
coordenadas locales

1
X

2 51 2
X, = ’ ’ ’ = ’ .
22 (1—x3 1—x3) (w,0) (1+x3 1+x3)

(El jacobiano de la transicién es positivoen U N'V.)

En estas coordenadas locales, se obtiene
_ 4(dx? +dy?)  4A(du® + do?)
T2+ y2)2 (1+ul+02)2’

En la carta (U, (x, y)), abreviemos g := 1 + x? + y2. Entonces

(4.22)

g =4q7%(dx* + dy?), gii=4q7%6i;, gt = 19? ok,
Si se redefine (x!, x?) = (x, y), se obtiene d; g;j = —16 xlq_3 6;j. De ahi, se obtiene:
2
q
Solo falta reexpresar Fi.‘]. en coordenadas esféricas: un ejercicio futuro.

Tj = == (x 6F + 2/ 5f — x* 6. (4.23)

4.4. Clase 24

Esta es la clase virtual del 5 de noviembre del 2020. Su temética comprende las
secciones § 4.2: Métricas riemannianas y § 4.3: Tensores de curvatura.

Bases ortonormales locales

En cada punto p € M, los productos escalares g, sobre T, My g, Usobre T; M defi-
nen una nocién de ortogonalidad para vectores tangentes o covectores, respectivamen-
te. No siempre se puede definir ortogonalidad para campos vectoriales o 1-formas de
manera “global”, pero si es posible hablar de esas nociones en una carta local.

Una base ortonormal local de campos vectoriales es una familia {Eq,...,E,} C X(U)
con g(Ey, Ey) = 6, sobre U.

Una base ortonormal local de 1-formas es otra familia {0!,...,0"} c AYU) con
¢ H(6F,0") = 6 sobre U.
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Como se construyen estas bases ortonormales? Se podria aplicar el algoritmo de
Gram y Schmidt a las bases locales {01, ...,d,} de X(U) y {dx!,..., dx"} de A} ().
Algo maés eficiente es encontrar una “raiz cuadrada” de la matriz G = [g;;] de g.

Se trata de buscar una matriz simétrica invertible H tal que H?> = G: se sabe que
G es definida positiva. También serd H2 = G"L.Si H = [hﬁ.3 lyH? = [E;], entonces

he Sap bt = gip, 6% By = g™,
Como H''GH™! =1y HG™'H = 1, hay férmulas inversas:
sz Sij ﬁ{, = O, hﬁl Q" hy = oM.
Las campos y 1-formas locales ortogonales se definen asi:
Ey:=hidi,  6":=hldx’. (4.24)
Se ve que
g(E,, Ev) = g(EL d;, E{, di) = fz;l g(d;,9)) ﬁ{, = E;; Sij fz{, = Oy .
Ejemplo 4.19: en U = $? \ {N}, la métrica de S? tiene matriz diagonal:
Sij = 4q72 oij = hf =2g71 6?, hl .= %q on.
Las bases ortonormales locales en U C $? son, con g := 1+ x? + y*:
d d _2

2
-, —, ol := = dx, 6% := = dy.
dx y Y q q Y

El = E2 =

N
N

» Si (M, g) es orientable, hay una forma de volumen v, dada por
Vel =0 AOP A AO".

De (4.24) sale v¢|y = det[h!] dx! A -+ Adx"; como H?> = Gy detg := det[gij] > 0, se
deduce la forma de volumen riemanniana:

Vg|u = y/detgdx! Ao Adx". (4.25)
Ejemplo: la forma de 4rea de la esfera S? es
c=0"AN0%=4g"2dx ANdy =sen0dO Adp.
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Tensores de curvatura
Antes de abordar el tema de curvatura, un poco méas de notacién.

Si E - M un fibrado vectorial, los endomorfismos de cada fibra son fibras de un
“fibrado matricial” End E — M. Esto dice que (End E), := Endr(E,) para p € M.

Si E tiene fibra tipica F ~ RX, 1a fibra tipica de End E es Endgr F ~ My (R).
Las secciones A € I'(M, End E) acttian sobre I['(M, E) “por fibras”: (As), := Ap(sp).
I'(M, End TM) acttia sobre los campos vectoriales X(M) = I'(M, TM).

» Dada una conexién afin V sobre M, se define R = Ry como el operador
R(X, Y) /= vayz - VyVXZ - V[X,Y]Z (4.26)

para X,Y,Z € X(M).

Lema 4.22: esta expresion es C*(M)-trilineal.
En efecto, se verifica R(f X, Y)Z = f R(X, Y)Z por calculos ya vistos; y se nota que
R(Y,X)Z = -R(X,Y)Z.La C®(M)-linealidad en Z es maés interesante:

R(X,Y)(hZ) = Vx((Yh) Z + hVyZ) = Vy((Xh) Z + hVxZ) = [X,YI(h) Z = h Vix v Z
= X(Yh)Z + (Yh) VxZ + (Xh)VyZ + hVxVyZ — [X, Y](h) Z
~Y(Xh)Z = (Xh)VyZ = (Yh)VxZ = hVyVxZ — h Vix yv|Z
= hVxVyZ — hVyVxZ — hVx y1Z + {X(Yh) = Y(Xh) - [X, Y](h)}Z
= hR(X,Y)Z.

Se puede reemplazar Z € X(M) por s € I'(M, E) y definir un operador R(X,Y) €
I'(M, End E) por la misma férmula (4.26):
R(X, Y) S = vay S — VyVX S — V[X,Y] S. (4.28)

Como R es tensorial y antisimétrico en (X, Y), es una 2-forma con valores en End E,
esto es, R € A%2(M,EndE).

» Cuando V = V¢ es la conexién de Levi-Civita para g, este R € A>(M,End TM) es
la curvatura riemanniana de (M, g).

La curvatura riemanniana tiene diversas simetrias. El primer de ellos es la anti-
simetria en X < Y, ya notado:

R(X,Y)Z +R(Y, X)Z = 0.
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La segunda simetria, Prop. 4.25(b), es valida para cualquier conexién afin libre de
torsion. Esta es la identidad de Bianchi:

R(X,Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0. (4.29¢)

Para mostrarla, primero se debe notar que
VxVyZ - VxVzY - Vx[Y,Z] = Vx(Ty(Y, 2)) = 0.
Al sumar tres copias de esta relacién, se obtiene

VxVyZ + VyVzX + VzVxY = VxVzY - VyVxZ - VzVyX
-Vx|Y,Z]-Vy[Z,X]-Vz[X,Y]=0.
Al enchufar la definicién (4.26) de R(X,Y)Z, esto es
R(X,Y)Z+Vixy|Z+R(Y,Z)X +Viy,21X +R(Z,X)Y + V|72 x)Y
-VxY,Z]-Vy[Z,X]-Vz[X,Y]=0.

Ahora Ty = 0 implica que V[x v|Z — Vz [X, Y] = [[X, Y], Z]. La expresién anterior
se convierte en:

R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z, X)Y +[[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0.

La identidad de Jacobi elimina los dltimos tres términos, dejando (4.29¢).

4.5. Clase 25

Esta es la clase virtual del 9 de noviembre del 2020. Su temdtica comprende las
secciones § 4.3: Tensores de curvatura y § 4.4: Fibrados principales y formas de conexion.

Curvatura riemanniana

En la clase pasada se discutieron dos simetrias del tensor de curvatura R = Ry
asociada a una conexioén afin V sobre M: (a) la antisimetria R(Y, X) = —R(X, Y), vélida
para V cualquiera; y (b) la identidad de Bianchi, valida para conexiones con Ty = 0.

SiV = V& es la conexion de Levi-Civita para una variedad riemanniana (M, g), hay
dos simetrias mds, en términos del 4-tensor covariante con valores g(R(X, Y)Z, W).
La tercera simetria es:

SR(X,Y)Z, W) =—-g(R(X, Y)W, Z),

esto es, antisimetria bajo el cambio Z < W.
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Esto es equivalente a demostrar que g(R(X,Y)Z, Z) = Oparatodo X, Y, Z € X(M).
Si se pone h := g(Z, Z), se ve que

Xh=Xg(Z,Z)=g(NYZ,Z)+8(Z,V52) =2¢(V3Z,Z)
porque V& es compatible con g. El resto es un cédlculo:
SR(X,Y)Z,Z):=g(V§VSZ,Z) - g(ViV§Z,Z) - g(V‘[gX/Y]Z,Z)
=Xg(V3Z,2) - g(VSZ,N3Z) =Y g(VSZ,Z) + g(V¥Z,V5Z) - 1[X, Y](h)

=Xg(V3Z,2)-Y g(V3Z,Z) - 3[X, Y](h)
= 3X(Yh) - 3Y(Xh) - 3[X,Y](h) =0

basado también en la compatibilidad de V8 con g.
La cuarta simetria es invariante bajo cambio de pares (X, Y) < (Z, W), ast:

SR(X, Y)W, Z) = g(RW, 2)X, Y).

Para ello, se combinan astutamente las tres simetrias anteriores: véase la demostraciéon
de la Prop. 4.24.

» Consideremos ahora los componentes del tensor R es coordenadas locales. Para una
conexion afin cualquiera, se define, en una carta local:

R;’kl = (dxi, R(ak,al) aj>. (4.31)
De la definicién de R y la férmula V,,0; = Fi.‘]. dx, se obtiene:

R;‘.kl = akr;'.l - alr;ik + r;?;rjnk - r;?;{r;’nl . (4.32)

En el caso de una conexién de Levi-Civita, se puede usar la métrica ¢ = [g;;] para
bajar el indice superior y obtener la curvatura riemanniana como tensor covariante:

Rijkr := gimR7yy = § (01, R(9k, 9y) 95). (4-33)
Las simetrias de R se expresan mediante tres férmulas en estos componentes:

Rijk1 = =Rjir1 = —Rijik ,
Rijki + Rirjk + Rix1j =0,
Rijk1 = Ryij- (4.34)
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Debido a las simetrias, el nimero de componentes independientes es mucho me-
nor que n* (si dim M = n). Resulta que esta cantidad es n%(n?>-1)/12. Paran = 2,3,4,
el namero de componentes es 1, 6, 20, respectivamente. En particular, cuando n = 2,
R est4 determinada por su componente Ri217.

» El 4-tensor covariante R da lugar a otros tensores por contraccién (suma sobre
indices iguales). El primero es el tensor de Ricci:
— Ric., — Rk
Rj; = Ricj; := Rjkl , (4-35)
que resulta ser un 2-tensor simétrico: R, j = Rj;. Una segunda contraccién da lugar a
la curvatura escalar S € C*(M):

S:=g'Rji = g/ ¢"" Ryji - (4.36)

Algunas variedades especiales tienen curvatura escalar constante. Para n > 3, los
célculos son engorrosos; pero paran = 2, se puede determinar superficies de curvatura
escalar constante. Para R? con su métrica euclidiana (811 = g2 =1, g12 = 0), cada
rfj =0yS=0.

La Prop. 4.27 muestra que para M = S?, vale S = 2. [ En la carta (U, (x,y)) ya
vista, se calcula que Rip12 = 16/g*. ]

En el Ejercicio 4.9, se comprueba que en el plano hiperbélico M = H? vale S = -2.

Fibrados de marcos locales

Un punto de vista alternativo sobre conexiones y curvatura sale de los trabajos de
clasificacién de Elie Cartan en los afios 1930s. Su herramienta principal fue su repére
mobile — un marco de referencia mévil.

En lenguaje moderno, un marco local es una base local de campos vectoriales
{X1,..., Xn} € X(U), definidos en una carta local (U, ¢) de M. Sus valores en cada
punto p € U deben formar una base vectorial del espacio tangente T, M.

Al poner u(e;) := (X;)p, se obtiene un isomorfismo lineal u: R" — T, M -y viceversa.

Tales u constituyen la fibra 3, M en p de un fibrado de marcos FM —> M. Su fibra
tipica es el grupo de Lie G = GL(n, R) de matrices n X n invertibles.

El grupo de Lie G actta (a la derecha) sobre la fibra ¥, M por composicién:
i uoA: R" RS T,M.

Esta accion es libre y transitiva. En resumen, IM —>M es un fibrado principal con
grupo de estructura G.
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Las ecuaciones de estructura de Cartan

Dado un marco local {Xj, ..., X, } para X(U) y una conexién afin V sobre M, se
puede expresar X € X(M) y las derivadas direccionales Vx(X;) localmente en U
mediante ciertas 1-formas locales:

X|u =: 04(X) X, Vx(X;) = a);(X) Xi con 0, a); e AL ). (4.37)

Del mismo modo, se puede expresar la torsién Ty y la curvatura Ry localmente
en U mediante ciertas 2-formas locales:

KX, Vlu=7XY)X;, Rv(X,Y)X;=Q(X,Y)X; ,0Q;eA*U). (4.38)

El Teorema 4.31 establece que estas formas locales estan ligadas mediante unas
ecuaciones de estructura:

7t = do! +a);i A6/,
r (4-39)
£

i _ i i
Qj—da)j+a)k/\a)

Se verda la demostracién de estas férmulas en la préxima clase.

Sobre la duodécima lista de ejercicios

Ejercicio 4.6 Aqui se verifica en detalle que la férmula para la conexién de Levi-
Civita es efectivamente una conexién libre de torsién y compatible con la métrica
riemanniana.

Ejercicios 4.7 y 4.9 Se pide calcular simbolos de Christoffel para la esfera S? y el
plano hiperbélico H?; y en el segundo caso, establecer que la curvatura escalar es

constante (y negativa).

Ejercicio 4.10 Si una variedad M estd encajada en R”, la métrica euclidiana de R"
induce una métrica riemanniana sobre M.

Ejercicio 4.11 Para la esfera unitaria S?, encajada en R3, se investiga una base orto-
normal de campos vectoriales y la curvatura riemanniana de esa esfera.
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4.6. Clase 26

Esta es la clase virtual del 12 de noviembre del 2020. Su tematica comprende la
seccion § 4.4: Fibrados principales y formas de conexion.

Las ecuaciones de estructura de Cartan

Las ecuaciones de estructura (4.39) se demuestran por célculos directos. En ambos
casos se trata de establecer la igualdad de un par de 2-formas, al evaluarlos en un par
de campos vectoriales (X, Y). El primer calculo es el siguiente:

(X, Y)X; = To(X,Y) = VxY = Vy X — [X, Y]
= Vx(0/(Y) X)) - Vy(0/(X) X)) - 0/([X, Y]) X;
= {X(0/(Y) = Y(0/(X)) - 0/(IX, Y1} X; + 0/(Y) Vx(X;) = 0/ (X) V¥ (X))
=do/(X,Y)X; + 0/(Y) w;i(X) X; — 0/(X) w]li(y) X;
= {do'(X,Y) + a);i(X) 0/(Y) - w;i(y) 0/(X)} X;
= {do'(X,Y) + w;i AOI(X,Y)} X

En cada linea del calculo se aplica una identidad conocida:

o las definiciones de 77, (4.38), y de la torsién Ty;

<

la definici6n (4.37) de 6’ para expandir campos en la base local de los Xj;

<

la regla de Leibniz para V (dos veces);

la férmula general (2.31) para d6/;

<

¢ una agrupacion del coeficiente total de X;;
¢ la definicién a); A0 = w; ®0/ -0/ ® a); de un producto exterior de 1-formas.

La independencia lineal de los (X;), en cada punto p muestra que los coeficientes de
cada X; coinciden.

Un célculo paralelo muestra que Q;(X ,Y) = (da);: + a);( A cu;.‘)(X ,Y) paratodo X, Y.

Los indices en las férmulas (4.39) sefialan que los 6 y los 7’ se pueden agrupar
en vectores columna de formas:

0 :=[0'] € ANU,R"), = [7'] € A2(U, R™).
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De igual modo, los w; y Q;. son entradas de ciertas matrices de formas: si g = M, (R),
se obtiene
w:=[wj]l e AU, g), Q:=[Q] AU, 9.

Con estas notaciones, las ecuaciones de estructura de Cartan se pueden escribir de
una manera compacta:

T=d0+w A0, Q=dw+wAw. (4.40)

Fibrados principales

Para poder “globalizar” las férmulas locales (4.39) o (4.40), es necesario introducir
una herramienta més: un fibrado principal. Segtin la Defn. 4.32, esto es un fibrado
P — M donde la fibra tipica es un grupo de Lie G (el grupo de estructura) que actta
libremente sobre P a la derecha, de tal manera que sus 6rbitas son las fibras mismas:
Pa(u):{qu:gec}'

Un caso es fibrado principal trivial: P = M X G, cuya accién a derecha es simple-
mente (p, g) <h := (p, gh). En el caso general, se exige que las trivializaciones locales
Pj: n‘l(uj) — U; X G sean equivariantes: {j(u <h) =1;(u)<hparau € Uj, h € G.

El fibrado de marcos F(M) —> M de la clase anterior es un fibrado principal: su
grupo de estructura es G = GL(n, R).

La construccién del fibrado de marcos se basa en hallar bases locales para seccio-
nes del fibrado tangente TM —> M. Se puede hacer lo mismo para cualquier fibrado

vectorial E — M. Hay un fibrado de marcos F(E) SN M, enla Defn. 4.33, cuyas fibras
F(E,) son bases vectoriales para E,, o mejor: isomorfismos lineales u,: R* — E,. (Aqui
k = dim E, es el rango del fibrado vectorial.) Se define:

FE)={u=(p,up):peM, u, € F(E,) }, a(u) :=p. (4.41)

La Defn. 4.34 introduce una accién a izquierda del grupo GL(k, R) sobre F(E) x R*
por la férmula:

A>(u,x):=(uoA',Ax) para A eGL(k, R). (4.42)

Las 6rbitas de esta accién son clases de equivalencia [u, x] con u € F(E), x € Rk, que
cumplen la relacién

[uoA,x]=[u,Ax] paracada A € GL(k,R).
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El conjunto cociente se denota por F(E) X¢ R¥, un producto fibrado. Al definir (bien)

5([u, x]) := o(u) € M, se obtiene un fibrado vectorial F(E) x¢c R¥ N M que es iso-
morfo al fibrado vectorial original E M.

Una variante importante del fibrado de marcos (el caso E = TM) ocurre cuando
(M, g) es una variedad riemanniana. Ahora el espacio tangente T, M es euclidiano,
pues g, es un producto escalar real. Una base ortonormal {vy,...,v,} de T,M es la
imagen de la base {ey, ..., e, } de R" bajo una isometria lineal v: R" — T, M.

Entonces existe un fibrado principal O(M) M, cuya fibra O, M es la totalidad
de esas isometrias lineales v. Su grupo de estructura es el grupo ortogonal O(n): si

A
A € O(n), entonces v o A: R" — R”" SN T,M es otra isometria: la accion de O(n)
sobre O(M) es v — v o A. Esto define el fibrado de marcos ortonormales de (M, ).

4.7. Clase 27

Esta es la clase virtual del 16 de noviembre del 2020. Su temética comprende la
seccion § 4.4: Fibrados principales y formas de conexion.

Campos vectoriales fundamentales sobre un fibrado principal

El grupo de estructura G actta (a la derecha) libremente sobre el espacio total P
del fibrado principal. Esto significaqueu =u<genPsiysolosig=1enG.SiX € g
es un elemento del dlgebra de Lie de G, la curva en P dada por y(t) := u <exp t X pasa
por u y su vector velocidad en t = 0 es el vector tangente

Xy = T (u<exptX)=y(0) € T,P. (4-43)

t=0

De esta manera se define un campo vectorial X e X(P), por

Rf(w) = Kulf) = o

f(u<exptX).
t=0

Este X es el campo vectorial fundamental sobre P asociado a X € g.

Como la accién de G sobre P es libre, se ve que y(0) = 0 en la formula (4.43) si
y solo si X = 0 en g. Entonces la correspondencia X — X, : g — T,P es R-lineal
e inyectiva. También la aplicacién

jrg—> X(P): X - X (4-44)

es R-lineal e inyectiva — y resulta ser un homomorfismo de élgebras de Lie.
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El Lema 4.37 dice que j es equivariante para dos acciones (a derecha) de G sobre g
y X(P), respectivamente. La accién de G sobre g es una variante de la accién adjunta:

- d -
X +— Ad(g™H X := i YexptX)g.
t=0

Para definir la accién de G sobre X(P), considérese dos aplicaciones suaves:

0,:G—>P:g—u-<g, reg:P—>P:iuru<g,

La equivarianciade j: X — X se expresa asi:
(rg)e X = (Ad(g™)X) . (4.45)
En su demostracién, se encuentra otra formula tatil:
X, = 7(0) = Ti0u(X).
Fijese que T10, lleva g = TG en T, P.

» Ahora considérese la sumersion sobreyectiva 0: P — M y su aplicacién tangente
Tyo: T,P — T,,)M. Esta aplicacion lineal es sobreyectiva (porque ¢ es una sumer-
sién) pero no es inyectiva, porque dim P = dim M +dim G > dim M, excepto si G sea
un grupo discreto. Su niicleo es el llamada espacio tangente vertical en u:

Vi =kerT,0 demodoque V, <T,P.
Entonces, por definicién, hay una sucesion exacta corta de espacios vectoriales:
T,
0— Vy — T,P =5 T ,yM — 0. (4.46)

El célculo siguiente muestra que Z, eV,
T,0(Xy) = T,0(T10,(X)) = T, (0 0 0,)(X) = 0,

porque o0 0 0, : g+ o(u < g) = o(u) es una funcién constante sobre G: la accién de G
preserva la fibra Py ().

Como X — }?H : § — V), es inyectiva, se obtiene
dimg g < dimg V,, = dimg T, P — dimpg TU(H)M
=dimP —-dimM = dim G = dimp g,
esto es, dimg V;, = dimg g: cada vector vertical en V;, es un )?u, para un tnico X € g.

En la préxima clase, se buscara un espacio tangente horizontal H,, en cada u € P, tal
que T,P =V, ® H,. Esto siempre es factible porque la SEC (4.46) escinde.
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4.8. Clase 28

Esta es la clase virtual del 19 de noviembre del 2020. Su tematica finaliza la seccién
§ 4.4: Fibrados principales y formas de conexion.

Construccion de un subfibrado horizontal

Enla clase anterior, se identificé el subfibrado vertical V — P del fibrado tangente
TP —P, generado por los campos vectoriales fundamentales X, para X € g. Faltaba
obtener un subfibrado horizontal H — P tal que TP =V @ H, en el sentido de que
T,P =V, ®H, paracadau € P.

Considérese el caso mds importante donde P = FM: el fibrado principal es el
fibrado de marcos para (el fibrado tangente de) M. En una carta local (U, ¢) de M, se
toma un marco local {Xj,..., X, }. En un punto de p € U, hay un elemento u € P
dado por u(e;) := Xj|, para que o(u) = p.

Se puede tomar una curva y: I — U tal que y(0) = p, y para evitar casos triviales,
7(0) # O en T, M.

El motor de la construccién del subfibrado horizontal es una conexién afin V so-
bre M. Esto permite trasladar los vectores tangentes en T, M paralelamente a lo largo
de y, al resolver el problema de valor inicial:

VoY =0, Y;0)=Xj|, e LM (4-47)

paraj = 1,...,n. Asi se obtiene un juego de curvas t +— Y;(t) en TM, linealmen-
te independientes en T, M cuando t = 0 y — por unicidad de soluciones de (4.47) —
linealmente independientes en cada T),;)M también.

El resultado es un par de curvas en P = M, dadas por

') ={Mmn@),.... %0 y ul) ={Xlyw, .- Xulyo}-

Como o(I'(t)) = y(t) y o(u(t)) = y(t), las dos curvas estan relacionadas por traslacio-
nes verticales en cada fibra P,

u(t)=T(t)<g(t) para tel. (4.48)

Aqui g(t) € G = GL(n,R) con g(0) = 1. Si A := ¢(0), se obtiene la derivada en
t =0 de (4.48): ~
1(0)=T(0)+A, en T,P.
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El Lema 4.41 muestra que A = w(y(0)), donde w = [a);:] es la matriz de 1-formas
asociada al marco local dado. Su prueba aprovecha que los Y;(t) son paralelos a lo
largo de y.

Entonces, tanto 12(0) como Ay dependen linealmente de y(0); luego, r'(0) depende
linealmente de y(0).

Por lo tanto, todos los posibles I'(0), junto con 0 € T, P, conforman un subespacio
vectorial de T, P. Este es H,,. Hay una aplicaciéon R-lineal

li: T,M — H, : (0) — I(0).

Como o(I'(t)) = y(t) por construccién, se obtiene T,o(I'(0)) = 7(0). Esto dice que
Ty00l, = 1sobre T,M, de donde [, es inyectiva. Entonces dimg H;, = dimg T,M y se
llega a la meta:

T.P=V,®H, paratodo u €P. (4.50)

» Enladireccién vertical, hay una proyecciénlineal ), : T,P — V;, cuyontcleoes H,,.
Al combinarla con el inverso del isomorfismo lineal T160,: g — V, : X — )~(u, se
obtiene

Wy = (Tleu)_l onu: TP —g (4.51)

que cumple kerw, = H, y

(X)) =X si Xeq. (+)

SiZ, € T,P, la suma directa (4.50) dice que Z,, = )FZL, +Y,conX €g,Y, € H,.
Un célculo que emplea la férmula (4.45) muestra que (ryw)u(Zy) = Ad( g Hwu(Zy),
y por lo tanto:

rew = Ad(gHw paratodo g e€G. (#+)

» La definicion generaliza este w al contexto de cualquier fibrado principal P 5 M.
Una 1-forma de conexién sobre P es un w € A!(P, g) que satisface (+) y (++).

En este contexto general, se mueve en el sentido contrario, al definir H, como el
nucleo de w,: T,,P — g.

También, se introduce una 2-forma de curvatura Q € A?(P, g) al poner, simple-
mente,
Q:=dw+wAw. (4.52)
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Es de notar que tanto w como € estan definidos globalmente (pero sobre P en vez
de M). Para recuperar las matrices de formas locales a); e AlU)y Q} € A%(U), en el
caso P = M, se debe escoger un marco local {Xj, ..., X, } en U. Este es una seccion
local del fibrado de marcos x € I'(U, FM).

Por pullback bajo x*, se obtienen las formas locales de antes:

wil=xo, [Q]=xQ

que cumplen ecuaciones de estructura de Cartan.

Sobre la décima tercera lista de ejercicios

Ejercicio 4.12 SiV = V38 es una conexion de Levi-Civita para una métrica riemannia-
na, se establece una relacién entre las 2-formas locales y curvatura y los componentes
del tensor de curvatura riemanniana.

Ejercicio4.13 Lasformaslocales de conexiény curvatura cumplen una relacién mas:
la sequnda identidad de Bianchi entre 3-formas locales.

Ejercicio 4.15 En una superficie con métrica riemanniana, se puede definir la llama-
da curvatura gaussiana K en términos de la 2-forma Q; . Se pide calcularla en el caso

del plano hiperbdlico.

Ejercicio 4.16 Un famoso fibrado principal (no trivial) de baja dimensién es el fibrado

de Hopf S° -5 $?, con grupo de estructura T.

Ejercicio 4.17 En contraste con el caso de fibrados vectoriales, un fibrado principal
admite una seccién global si y solo si es trivial.
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